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抽象解释是非组合式的

•程序设计语言的语义通常用组合的方式定义
• 𝜇 𝑥 ∗ 𝑦 + 𝑦 = 𝜇 𝑥 ∗ 𝑦 + 𝜇 𝑦 = 𝜇 𝑥 ∗ 𝜇 𝑦 + 𝜇 𝑦

•之前我们一直假设抽象解释采用同样的方式组合

•但抽象解释的组合会丢失精度
• 𝛼 𝑥 − 𝑥 = 𝛼 𝑥 − 𝛼 𝑥

•假设x为1，则
• 𝛼 1 =正
• 正−正 =槑

•但实际上执行x-x的结果恒为0
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将表达式作为整体抽象

•将表达式看做函数，我们希望得到表达式的最精
确抽象

• 𝛼 𝑥 − 𝑥 =零

•如何得到这样的最精确抽象？
• 可能的表达式种类无限，无法一一定义
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符号抽象Symbolic Abstraction

• 2004年由Tom Reps等人提出

•利用SMT Solver的求解能力，自动找到函数的最
精确抽象
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抽象域计算问题

•给定程序和抽象域上的输入，求抽象域上最精确
的输出

•如，给定
• x=负

• 求x-x在抽象域上的计算结果

•答案：零
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最小抽象

•如何定义最精确的抽象?

•最小抽象：
• 给定具体域、抽象域和具体化函数𝛾，

• 给定具体域集合S，

• 甲为S的最小抽象当且仅当
• S ⊆ 𝛾(甲)且

• 对任意乙，S ⊆ 𝛾 乙 ⇒甲 ⊑乙

• S的最小抽象记为 ො𝛼(𝑆)
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最小抽象的存在性

•最小抽象不一定存在
• 𝛾 甲 = 1, 2

• 𝛾 乙 = 2, 3

• {2}没有最小抽象
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最小抽象存在性

• 定义𝛽为从具体值到最小抽象值的映射，即𝛽 𝑥 =
ො𝛼 𝑥

• 定理：给定具体值的集合𝑆，如果对任意𝑥 ∈ 𝑆，𝛽(𝑥)都
有定义，则该集合的最小抽象 ො𝛼(𝑆)满足
• ො𝛼 𝑆 =⊔𝑥∈𝑆 𝛽 𝑥

• 证明：
• 容易证明S ⊆ 𝛾 ⊔ 𝛽 𝑥 𝑥 ∈ 𝑆 ，接下来证明这个抽象最小
• 对任意抽象值甲满足S ⊆ 𝛾 甲 的，我们有

• ∀𝑥 ∈ 𝑆. 𝑥 ⊆ 𝛾 甲

• 根据最小抽象的定义，我们有
• ∀𝑥 ∈ 𝑆. 𝛽 𝑥 ⊑甲

• 即甲是 𝛽 𝑥 𝑥 ∈ 𝑆 的上界
• 又因为⊔𝑥∈𝑆 𝛽 𝑥 是最小上界，所以⊔𝑥∈𝑆 𝛽 𝑥 ⊆甲
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逻辑与集合

•明确逻辑和集合的关系对后续理解有帮助

•任何逻辑表达式定义了一个集合：满足该表达式
的值的集合
• 𝜑: 𝑥 > 0

• 定义了

• 𝜑 : 𝑥 𝑥 > 0

• 𝛾可以写成从抽象值到逻辑表达式的映射

•子集关系也就对应了逻辑蕴含关系
• 𝜑1 ⊆ 𝜑2 ⇔ 𝜑1 → 𝜑2
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RSY算法

• Tom Reps等人2004年的论文提出RSY算法

•假设抽象域和具体域上定义了如下操作和特殊值
• ሶ𝛾从抽象值到SMT表达式的映射

• ሶ𝜇从程序到SMT表达式的映射

• 𝛽从具体值到最小抽象值的映射，即𝛽 𝑥 = ො𝛼 𝑥

• 甲⊔乙：抽象值的并，返回甲乙的最小上界

• 最小抽象值⊥使得𝛾 ⊥ = ∅

•注意以上操作都是计算机可表示的
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RSY算法

•抽象域计算问题：
• 给定程序p和抽象域上的输入甲，求抽象域上最精确
的输出

• 即：寻找在输入集合𝛾 甲 下，p的输出集合的最小抽
象

• ො𝛼 𝑆 =⊔𝑥∈𝑆 𝛽 𝑥

•基本原理：不断调用SMT Solver寻找在S中但不在
当前结果中的元素𝑥，然后将𝛽(𝑥)并入当前结果
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RSY算法

•输入：程序p

•输入：p的抽象输入甲

result =⊥

While(sat( ሶ𝜇 p ∧ ሶ𝛾 甲 ∧ ¬ ሶ𝛾(result)))

y=get-model()

result=result ⊔ 𝛽 y

return result
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示例

•程序：x-x

•输入：x=正

•运行过程：
• result =⊥，𝑟 = 𝑥 − 𝑥 ∧ 𝑥 > 0 ∧ ¬ false 可满足，r=0

• result=零，𝑟 = 𝑥 − 𝑥 ∧ 𝑥 > 0 ∧ ¬ 𝑟 = 0 不可满足

• 程序结束，返回零
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示例

•程序：x+y

•输入：x=正，y=负

•运行过程：
• result =⊥，
𝑟 = 𝑥 + 𝑦 ∧ 𝑥 > 0 ∧ 𝑦 < 0 ∧ ¬ false 可满足，r=0

• result=零，𝑟 = 𝑥 + 𝑦 ∧ 𝑥 > 0 ∧ 𝑦 < 0 ∧ ¬ 𝑟 = 0 可满
足，r=1

• result=槑，𝑟 = 𝑥 + 𝑦 ∧ 𝑥 > 0 ∧ 𝑦 < 0 ∧ ¬ 𝑡𝑟𝑢𝑒 不可
满足

• 程序结束，返回槑
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从值的抽象到程序的抽象

• RSY算法可以计算具体值的最小抽象

•定义函数𝑓的最小抽象为 𝑫,⊆ ⇋ෝ𝛼
𝛾
虚, ⊑ 上的

最佳抽象，即
• ො𝛼 ∘ 𝑓 ∘ 𝛾

•如何得到函数（=程序）的最小抽象？
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方法1：计算每个输出

•因为抽象域往往大小有限，抽象域上的函数可以
直接用输入输出对来记录

•针对每个输入通过RSY算法计算输出即可
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输入 输出

⊥ ⊥

正 正

负 槑

零 正

槑 槑

f(x)=x+5

正 负 零 槑 ⊥

正 正

负 负 正

零 零 零 零

槑 槑 槑 槑 槑

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

f(x,y)=x*y子

子



方法2：直接计算函数

•方法1要对每个抽象值分别计算，存在一定重复
计算

•解决方案：函数是输入输出对的集合，直接计算
该集合的最小抽象
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抽象域定义

• 抽象域：原抽象域上的函数（即抽象值对的集合）
• 函数的偏序关系：

• 子1 ⊑子2当且仅当∀甲.子1 甲 ⊑子2 甲

• 𝜸(子)定义为 𝑎, 𝑏 𝑏 ∈ 𝑎∈𝛾ځ 甲 𝛾 ∘子 甲

• 定理：ෝ𝜶 𝑓 = ො𝛼 ∘ 𝑓 ∘ 𝛾
• 证明：

• 首先证明𝑓 ⊆ 𝜸 ො𝛼 ∘ 𝑓 ∘ 𝛾
• 对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑓，我们有𝑎 ∈ 𝑟 ∘ 𝛽(𝑎)，即𝑏 ∈ 𝑓 ∘ 𝑟 ∘ 𝛽 𝑎
• 那么我们得到𝑏 ∈ 𝛾 ∘ ො𝛼 ∘ 𝑓 ∘ 𝑟 ∘ 𝛽 𝑎

• 设存在子满足𝑓 ⊆ 𝜸(子)，证明 ො𝛼 ∘ 𝑓 ∘ 𝛾 ⊑子
• 即对任意甲，我们要证明 ො𝛼 ∘ 𝑓 ∘ 𝛾(甲) ⊑子(甲)
• 因为𝑓 ⊆ 𝜸(子)，我们有∀𝑎 ∈ 𝛾 甲 , 𝑓 𝑎 ∈ 𝛾 ∘子 甲 ，即𝑓 ∘
𝛾 甲 ⊆ 𝛾 ∘子 甲

• 根据伽罗瓦连接的定义，得 ො𝛼 ∘ 𝑓 ∘ 𝛾 ⊑子
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定义RSY算法需要的操作

• 函数抽象合并
• 子1 ⊔子2 甲 =子1 甲 ⊔子2 甲
• 即合并对应输入上的输出

• 最小函数抽象
• 子⊥ _ =⊥

• 𝛽在输入输出对上的扩展

• 𝜷 [𝑥, 𝑦] 甲 = ቊ
⊥, ¬(𝑥 ∈ 𝛾 甲 )
𝛽(𝑦), 𝑥 ∈ 𝛾(甲)

• ሶ𝛾在函数上的扩展：
• 依次翻译输入输出对
• 正,负 , … 翻译为

• 𝑥 > 0 → 𝑟 < 0 ∧ ⋯
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用RSY算法抽象程序

•输入：程序p

result =子⊥

While(sat( ሶ𝜇 p ∧ ¬ ሶ𝛾(result)))

y=get-model()

result=result ⊔ 𝛽 y

return result
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示例

• 程序：x-x

• 运行过程：
• result =子⊥，
𝑟 = 𝑥 − 𝑥 ∧ ¬ 𝑥 > 0 → 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 ∧ ⋯ 可满足，[x,r]=[1, 0]

• result ={ 正,零 , 负, ⊥ , [零, ⊥], 槑,零 }，
𝑟 = 𝑥 − 𝑥 ∧ ¬ 𝑥 > 0 → 𝑟 = 0 ∧ ⋯∧ (𝑡𝑟𝑢𝑒 → 𝑟 = 0)
可满足，[x,r]=[-1, 0]

• result ={ 正,零 , 负,零 , [零, ⊥], 槑,零 }，
𝑟 = 𝑥 − 𝑥 ∧ ¬ … 可满足，[x,r]=[0, 0]

• result ={ 正,零 , 负,零 , [零,零], 槑,零 }，
𝑟 = 𝑥 − 𝑥 ∧ ¬ … 不可满足
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符号抽象问题

•抽象域计算问题和程序抽象问题可以统一成如下
符号抽象问题

•给定逻辑公式𝜑，抽象域虚，寻找抽象域中关于
公式𝜑的最小抽象甲，即满足
• 𝜑 ⊆ 𝛾 甲 ∧

• ∀乙： 𝜑 ⊆ 𝛾 乙 → 𝛾 甲 ⊆ 𝛾 乙
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