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摘要

摘要

浮点数是编程语言中必不可少的数据类型，尤其大量应用于数值运算、科学计算

类型的程序中，因而被广泛应用于科学、工程、金融等领域。浮点数误差问题是软件

工程与编程语言领域的重要问题。在浮点数程序中，结果必然存在误差，而这种误差

可能会导致严重的软件错误。为了避免这类严重的软件错误，安全攸关软件对于浮点

数误差的上限有着严格的要求。因此，浮点数程序的测试和分析技术是保障软件安全

的关键技术，具有十分重要的研究意义。

由于浮点数特殊的数据结构特点与应用场景，传统的程序测试及分析方法并不能

直接应用于浮点数程序的测试与分析中。具体而言，浮点数误差问题具有下述特点：

• 未知性：误差无任何警告或错误信息，精确的测试预言（oracle）获取困难；

• 稀疏性：显著误差通常仅会被极少数输入触发，不易发现。

已有的浮点数相关研究往往从其中一个角度入手，在一些假设下解决某一个问题，例

如针对浮点数异常（exception）的检测工作，针对有警告情形下的浮点数溢出、非法运

算等问题，无法解决无警告的浮点数误差问题（即未知性问题）；误差上界分析，通常

基于静态分析，尝试分析浮点数程序的误差上界，但无法给出具体会触发大误差的输

入（即稀疏性问题）。

为了保证浮点数程序的质量，从程序测试和程序分析的角度，尽可能的对浮点数

误差进行检测，本文使用了基于搜索的方法对浮点数程序误差进行测试与分析，核心

目标是找到会触发显著误差的测试用例。基于搜索的软件工程使用启发式搜索的方法

解决软件工程问题，其核心包括问题的定义与转化，搜索目标函数的制定，搜索算法

的构建等一系列关键技术。针对浮点数误差问题，基于搜索的方法具有下列特点：（1）

是一种动态分析方法；（2）可以给出特定的触发显著误差的测试用例；（3）可以参考

及利用最优化问题的搜索算法；（4）可以应用于不同的测试与分析场景下。在具有上

述特点的同时，基于搜索的方法也面临未知性与稀疏性问题的挑战：

• 搜索目标函数的制定与获取，受到测试预言未知性问题的挑战；

• 搜索算法的效果，受到浮点数误差稀疏性问题的挑战。

针对基于搜索的方法面临的上述挑战，本文进行了一系列具有针对性的研究，分别

为：（1）高质量的浮点数测试预言获取方法研究，以建立广泛适用的搜索目标函数；（2）

黑盒场景下的搜索算法研究，以实现特定于浮点数误差问题的高效搜索；（3）白盒场

景下的新搜索目标函数研究，以提升白盒场景下的搜索效率。

本文的主要研究工作及创新点如下：

I



北京大学博士研究生学位论文

1. 提出了面向搜索的浮点数测试预言自动生成技术，该研究解决了语义解释错误

导致的测试预言错误问题。在基于搜索的软件工程中，目标函数的制定是解决

搜索问题的关键之一。由于浮点语义运算的存在，基于实数运算语义的测试预

言生成工具会产生语义解释错误，进而生成错误的测试预言。该工作提出了兼

容语义模型，解决了语义解释错误问题，以及提出了基于该模型的语义检测和

精度调整方法，以得到高质量的测试预言，作为搜索目标函数，解决未知性问

题。在 GNU C标准库的实验中，该工作的准确率和召回率分别达到了 77.05%

和 97.92%，生成的测试预言精确可靠。

2. 提出了基于搜索的浮点数黑盒测试用例生成技术，该研究提出了一种针对浮点

数误差问题的搜索算法，提升了搜索的效果。在基于搜索的软件工程中，搜索

算法的有效性是另一个关键难点。由于浮点数误差的稀疏性，直接使用传统的

启发式算法搜索效率不高，往往无法完成预期的搜索目标。该工作针对浮点数

的数据结构特点以及误差的分布进行分析，提出一种特定于浮点数误差问题的

搜索算法，可以高效地生成测试用例，检测浮点数误差问题。该工作深入分析

了浮点数中各组成结构对误差产生影响的特性，在搜索过程中使用分层次，分

阶段的算法，充分利用了浮点数的组成结构对误差的影响特点，显著提高了搜

索算法的有效性。在 GNU科学计算库的实验中，该工作的检测效率显著优于已

有的误差检测技术，并发现了 30个存在精度问题的 GSL函数。

3. 提出了基于搜索的浮点数白盒分析技术，该研究提出了一种新的搜索目标，提升

了误差分析的运行效率与搜索效果。已有工作普遍使用误差作为搜索目标，在

测试过程中需要大量计算测试预言，导致运算开销庞大。该工作提出了原子状

态函数这一概念，用于分析浮点数程序运算过程中误差的引入、传播、及放大

过程，构建误差积累模型，降低分析工作对开销昂贵的测试预言的依赖。该工

作以原子状态函数作为新的搜索目标函数，开销昂贵的测试预言只用于找到搜

索目标后的确认，从而显著降低了分析过程的运算开销；同时，作为白盒分析

工具，给搜索算法提供了更多的信息，提高了搜索效率。在 GNU科学计算库的

实验中，相比于已有的技术，该工作的运行效率提高了 1000倍以上，同时误差

检测效果提升了 40%。

本文提出的测试与分析技术高度相关且在不同场景下形成互补：测试预言生成是

浮点数程序测试与分析的基石技术；黑盒测试不依赖于源码，可应用于源代码不可见

的场景下；白盒分析技术需要分析代码，速度较快，可用于源代码可见的场景下。上述

三种方法可以相互配合，最终形成一套基于搜索的浮点数程序误差测试与分析方法。

关键词：浮点数，误差，程序分析，程序测试
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ABSTRACT

Search-Based Methods for Testing and Analyzing

Floating-Point Errors

Daming Zou (Computer Software and Theory)

Directed by Prof. Lu Zhang

ABSTRACT

Floating-point is an essential data type in programming languages, and is especially used

in numerical analysis and scientific programs. Therefore, floating-point is widely used in the

domain of science, engineering, finance, etc. The floating-point error problem is an important

issue in the field of software engineering and programming languages. In floating-point

programs, there are always errors(also called inaccuracies) within the computation results, and

such errors may lead to critical software failures. In safety-critical software, there are strict

requirements on the upper bound of floating-point error. Therefore, the testing and analysis

techniques of floating-point program are the core techniques to guarantee the safety of software,

and have an important research significance.

Due to the special data structure of floating-point numbers and special application scenar-

ios, traditional program testing and analysis method cannot be applied directly to on floating-

point programs. Specifically, the floating-point error problem has the following issues:

• Unawareness and Unknowability. The floating-point error comes silently, there are

no warning/error messages on floating-point errors. It is also difficult to measure

the floating-point error. One must know precise calculation result (the oracle) before

computing the error. However, the oracle result is usually unavailable.

• Sparseness. The significant floating-point errors are usually triggered by only a few

inputs, and it is not easy to detect such errors.

The existing related research often starts from one the above points, and solves a specific

problem under some assumptions. For example, some works focus on detecting floating-point

exceptions. They can handle the explicit exceptions with warning messages, but cannot handle

the implicit floating-point errors, i.e., it is limited by the unawareness. Another example is error

bound analysis. These works are based on static analysis, and try to measure the maximum

possible errors. However, error bound analysis cannot report the error trigger input, i.e., it is
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limited by the sparseness.

To ensure the quality of floating-point programs, this paper focuses on detecting floating-

point errors from program testing and analysis perspective. This paper proposed search-based

methods for testing and analyzing floating-point programs. Search-based software engineering

uses heuristic search method to solve software engineering problems, the core of which includes

a series of key techniques such as problem definition and transformation, search objective

function, and search algorithm construction. For floating-point error problem, the search-

based approach has the following features: (1) it is a dynamic approach; (2) it can report

specific error triggering inputs; (3) it can refer and utilize the optimization algorithms; and (4)

it can be applied to different testing and analysis scenarios. Along with the aforementioned

features, the search-based approach also faces the challenges of unknowability and sparseness:

• The definition and computation of the search objective function is challenged by the

unawareness and unknowability.

• The effectiveness of the search algorithm is challenged by the sparseness.

This paper conducts a series of highly related approaches aiming to solve the aforemen-

tioned challenges, including: (1) research on obtaining the oracle of floating-point programs,

which can be applied as the objective function; (2) research on a new search algorithm under

black-box scenarios; and (3) research on a new objective function under white-box scenarios.

The main contributions of this paper are as following:

• A search-oriented approach to generate test oracles on floating-point programs. This

approach tackles the wrong calculation of oracles caused by misinterpreted semantics.

In search-based software engineering, objective function is one of the core techniques.

In this work, we found that the semantics of floating-point operations could be mis-

interpreted by real number semantics, and such misinterpretation leads to wrong test

oracles. This work proposed an compatible semantics model for both real numbers and

floating-point numbers, and also proposed the detection algorithm and tunning algo-

rithm based on this semantics model. The detection algorithm and tunning algorithm

are designed to calculate the oracle of the floating-point programs. In the evaluation

on the GNU C Library, this approach achieves 77.05% precision and 97.92% recall,

and the generated oracles are accurate with the relative error less than 10−16.

• A search-based approach to generate test cases for floating-point error in black-box

manner. This approach proposed a novel algorithm which increases the effectiveness

of search. In search-based software engineering, search algorithm is another core
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techniques. Due to the sparseness of floating-point errors, it is hard to apply ordinary

search algorithm to detect floating-point errors. This work conducts a empirical study

to analyze how different floating-point structures affect program error differently, and

proposed a novel particle swarm algorithm based on the insights from the empirical

study. In the evaluation on the GNU Scientific Library(GSL), this approach signifi-

cantly outperforms than the state-of-the-art techniques, and finds that 23 GSL functions

have floating-point error defects.

• A search-based approach to analyze floating-point error in white-box manner. This

work proposes a novel objective function, ’atomic condition’, for analyzing the error

propagation in floating-point programs. Comparing with using ‘error’ as objective

function directly, atomic condition can significantly reduce the runtime cost, and pro-

vide more information to guide the search procedure, thus leads to better detection

results. In the evaluation on the GSL, this approach significantly outperforms the

state-of-the-art techniques, and is 1000x faster.

This approaches proposed in this paper are highly connected and complementary. The

test oracle is the basis of floating-point error testing and analysis. The black-box approach

applies when source code is unavailable. and the white-box approach applies when source

code is available. These approaches are integreted to become a suite of search-based methods

for testing and analyzing floating-point programs.

KEYWORDS: Floating-point, Inaccuracy, Program Analysis, Software Testing
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第一章 引言

第一章 引言

浮点数在计算机系统中无处不在。几乎所有的编程语言中都包含浮点数数据类型；

从个人电脑到超级计算机都包含浮点运算单元（加速器）；编译器的一项重要工作就是

编译浮点运算至特定的硬件指令；而几乎所有的操作系统都必须处理浮点数的异常信

息（例如溢出） [29]。

浮点数是计算机系统中必不可少的数据类型，尤其应用于数值运算、科学计算类

型的程序中 [53]，因而被广泛应用于航空航天、医疗设备、交通、核能、金融等安全攸

关领域。浮点数是所有数值运算程序的核心构件之一，因而也在上述安全攸关软件中

被大量使用。由于浮点数的重要性和基础性，浮点数误差可能导致严重的、甚至灾难

性的后果。因此，浮点数误差问题一直是软件工程与编程语言领域的重要问题 [77, 80]。

在保证和提高浮点数程序质量的研究中，浮点数程序测试和分析技术是最主要的

方式。本文从基于搜索的角度进行了浮点数程序误差测试与分析的若干技术研究。

本章首先提出本文工作研究的问题，介绍浮点数相关背景，然后讨论该问题的相

关研究现状以及尚待解决的问题，介绍本文的主要工作和创新点，最后展示全文的结

构。

1.1 问题的提出

1.1.1 浮点数误差问题

在计算机科学中，浮点数（floating-point number）是一个属于有理数的特定子集，

用于近似表示任意一个实数。浮点数由符号位、指数位（幂数）、和尾数位（有效数字）

组成，其表达的值由有效数字乘以幂数得到，类似于科学计数法。由于浮点数具有固

定长度的有效数字，浮点数在表达极大或极小的实数时都具有相似的相对误差。例如，

对于 64位的双精度浮点数（double precision）而言，在其表达范围内，任意实数与最

接近的双精度浮点数之间的相对误差都不大于 2.2 × 10−16。这一特性使得浮点数被广

泛应用于各类数值运算及科学运算程序中，也事实上成为最广泛使用的数值运算类型。

浮点数运算是使用浮点数近似表示实数的运算方法。由于浮点数运算使用有限的

精度来模拟无限精度的实数运算，其结果必然携带误差 [34]。由于浮点数程序通常由

大量的浮点数运算组成，浮点数误差也会在不同的运算中产生并累积，并且在特定条

件下产生具有显著误差的运算结果。保证浮点数运算的准确性是一项充满挑战的任务，

1
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尽管经过数十年的努力，IEEE 754 标准 [81] 及 GNU C 基础库 [45] 已经将浮点数基

础运算的单次运算误差控制在非常小的范围，但由于运算之间误差的累积及放大现象，

浮点数的显著误差问题一直存在。

浮点数程序的显著误差会造成巨大的经济损失甚至灾难性的后果。例如：

• 温哥华证券交易所由于浮点数显著误差，股指出现混乱 [58]；

• 阿丽亚娜-5运载火箭发射时，由于浮点数显著误差导致处理器运算溢出，火箭

在发射 37秒后引爆自毁 [44]；

• 在海湾战争中，一枚爱国者导弹由于浮点数显著误差偏航，导致了 28人死亡 [65]。

浮点数误差问题不只存在于传统的数值运算领域。由于其基础性及重要性，现代

系统及软件同样受到浮点数误差问题的影响，例如概率编程语言系统 [21]及深度学习

系统 [56]。由于现代系统中软件的复杂性进一步增加，浮点数误差问题变得更加重要，

更有挑战性。

1.1.2 浮点数程序测试与分析技术的挑战

在产生巨大危害的同时，浮点数误差问题又是非常难以发现及解决的。本节将从

手动和自动化两方面介绍浮点数程序测试与分析技术的挑战。

手动测试与分析的挑战

由于浮点数运算与实数运算的近似性，在日常开发实践中，开发者通常将浮点数

作为实数对待，而无法意识到浮点数带来的误差问题。一方面，浮点数误差始终存在，

通常情况下，较小的浮点数误差是可以被接受的，并不会引起严重的后果，因此开发

者不会尝试——事实上也无法做到——消除这些不显著的浮点数误差；另一方面，由

于显著的浮点数误差只在极少的情况下出现，且会触发该误差的输入并不规律，导致

开发者无法通过测试少量的边界用例（corner case）来发现误差。因此手动测试浮点数

误差问题是非常困难的。

由于现代软件中使用的 32 位或 64 位浮点数的精度早已超出了手动计算的极限，

开发者通常只能依赖计算机给出的结果，无法手动判断结果准确与否。准确结果（测

试预言）的缺失使得手动分析浮点数误差问题同样极具挑战。

手动测试与分析浮点数误差问题显然无法满足现代软件质量保证的需求，因此自

动化的测试与分析工具是解决浮点数误差问题的主流方向。

自动化测试与分析技术的挑战

由于浮点数特殊的数据结构及特殊的运算特性，已有的自动化工具不能很好的解

决浮点数程序的测试与分析问题。浮点数使用有限精度模拟无限精度的实数运算。由

2
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于浮点数的精度有限，浮点数运算大量使用舍入操作（rounding），使其不具备一些基

础的数学性质。例如，浮点数运算不满足结合律

(a + b) + c = a + (b + c) a, b, c ∈ R

(a + b) + c , a + (b + c) a, b, c ∈ F

其中，R表示实数，F表示浮点数。以下程序样例可以说明这一问题：

1 In [1]: a = 0.1+(0.2+0.3)
2
3 In [2]: b = (0.1+0.2)+0.3
4
5 In [3]: a == b
6 Out[3]: False
7
8 In [4]: a
9 Out[4]: 0.6

10
11 In [5]: b
12 Out[5]: 0.6000000000000001

由于缺乏基础的数学性质，很多传统的程序分析工具无法直接应用于浮点数问题。

例如，符号执行（symbolic execution）是近年来非常流行的一类分析工具，可用于不同

领域下的测试用例生成以及缺陷检测问题 [12, 28, 63, 70]。所有符号执行工具的基础与

核心都是约束求解器（SMT solver），约束求解器承担了确认路径约束是否可解，以及

正确性条件是否可能违背等任务。由于约束求解器通常基于数学运算与数学规则，而

无法理解带有误差的浮点数运算，大多数符号执行工具无法直接支持浮点数操作，只

能使用近似值替代，甚至拒绝提供支持 [12]。

具体而言，相比于传统程序分析问题，浮点数误差问题具有以下特点，给针对浮

点数程序误差的测试及分析工具带来了困难与挑战：

• 未知性。浮点数误差通常是未知的：即使出现了极其严重的误差使得计算结果

无效，浮点数程序仍然会产生结果，并且没有任何（警告或错误）提示 [60]。因

此，传统的分析工具严重依赖于测试预言（oracle），以此来判断浮点数程序的

误差是否显著。然而，相关研究指出 [73]，即使最先进的测试预言生成工具的质

量仍然不高，在一些情况下会生成错误的测试预言，给浮点数误差的分析带来

了困难。一些传统工作往往需要通过手动分析来验证分析结果的正确性，或只

能应用于测试预言已知的程序，无法扩展应用至其他程序，严重制约了技术的

应用范围。近年来，自动化测试预言生成工具的出现 [10]试图解决未知性问题。

但其无法正确的对程序语义进行解释，导致测试预言质量不高，甚至会产生错
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误的运算结果。处理上述问题需要大量的专业知识（expertise），而目前尚未有

自动化的工具出现，给分析工作带来了困难；

• 稀疏性。相关工作表明 [8]，只有极少数输入（测试用例）会触发显著的浮点数

误差。在上述工作的实验中，只有 0.000004%（亿分之四）的输入触发了显著的

浮点数误差。在现代系统中，64位的浮点数（double）是最常用的浮点数类型，

即使待分析的程序只有一个浮点数参数，测试空间也有 264（≈ 1019，千亿亿级

别）个输入，而更多的参数会进一步使得测试空间呈指数型增长。在如此庞大

的测试空间中，仅有极少数测试用例会触发显著的浮点数误差，给浮点数误差

的测试及分析工作带来了很大的困难。

1.2 浮点数背景介绍

1.2.1 浮点数的结构

浮点数是一个属于有理数的特定子集，用于近似表示任意的某个实数。浮点数由

符号位、指数位（幂数）、与尾数位（有效数字）三部分组成。其表达的值由有效数字

乘以幂数得到，类似于科学记数法。浮点数运算是指使用浮点数进行模拟实数的运算。

由于浮点数无法精确表示实数，浮点数运算通常伴随着舍入导致的误差。

IEEE 754 标准 [81] 中定义了浮点数的结构，以及浮点数中各组成部分的位数。

表 1.1中展示了浮点数各个部分在半、单、双精度浮点数中的位数。

表 1.1 IEEE 754浮点数表示

符号位 指数位 尾数位

半精度浮点数（16位） 1 5 10
单精度浮点数（32位） 1 8 23
双精度浮点数（64位） 1 11 52

浮点数的值按照如下规则表达：

• 特殊值，包括非数（NaN），正无穷（+∞），及负无穷（−∞）。如果浮点数中所
有指数位的位数都为 1，则浮点数表示上述三种特殊值中的其中一个：

– 正无穷对应的符号位为 0，尾数位全部为 0；

– 负无穷对应的符号位为 1，尾数位全部为 0；

– 非数对应的尾数位不为 0。非数表示在运算中出现错误，例如除零错误

等。

4
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• 数值。如果浮点数的指数位不全为 1，则浮点数的值可以通过下述公式 1.1计算

(−1)S × T × 2E (1.1)

其中：

– S表示符号位的值。0对应正数，1对应负数；

– E 表示指数位的值。将指数位的位结构表示为 b0b1 . . . bm−1，则指数位的

值可以通过下述公式 1.2计算：

E =
m−1∑
i=0

2ibi − 2(m−1) + 1 (1.2)

– T 表示尾数位的值。将尾数位的位结构表示为 d0d1 . . . dn−1，则尾数位的

值可以通过下述公式 1.3计算：

T =

∑n−1

i=0
di

2i+1 , 如果指数位中所有位数都为 0

1 +
∑n−1

i=0
di

2i+1 , 其他情况
(1.3)

1.2.2 浮点数的舍入

由于浮点数的运算结果通常无法被浮点数精确表达，例如
√

0.5 ≈ 0.707106781 . . .，

在每一次浮点数运算结束后，都需要进行舍入操作。具体而言，浮点数的舍入，是将浮

点数运算的结果近似到相近浮点数的操作。浮点数的舍入有多种方法，IEEE 754标准

中列出了 4种最广泛使用的舍入方法：

• 舍入到最接近的值，偶数优先（round to nearest, ties to even）：将结果舍入到最

接近的浮点数的值，当存在两个一样接近的值时，则取其中的偶数，即在二进

制中以 0结尾的浮点数。该方法是 IEEE 754中的默认舍入方法；

• 向正无穷方向舍入（也称为向上舍入）：将结果朝正无穷的方向舍入；

• 向负无穷方向舍入（也称为向下舍入）：将结果朝负无穷的方向舍入；

• 向零舍入（也称为截断）：将结果朝零的方向舍入，即直接将有效数字以后的部

分丢弃。

由于浮点数运算通常无法被浮点数精确表达，在浮点数程序中，舍入操作不可避

免。舍入操作会引入浮点数误差，这也是浮点数程序存在误差的最根本原因。

1.2.3 浮点数的精度与误差

在浮点数表达实数时，舍入操作导致的误差可以定义为实数值 x 与浮点数值 x̂ 之

间的差值：x = x̂ + η，其中 η即为浮点数表达实数的误差。

对于浮点数程序 P : ŷ = f̂ (x), ŷ ∈ F，在程序的每一次浮点运算中，都会引入误差以
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及积累误差。运算过程中误差的不断积累会导致最终结果携带误差。相对误差（relative

error，Errrel）和绝对误差（absolute error，Errabs）是两种广泛使用的衡量误差大小的指

标。对于理想的精确结果（即实数运算结果） f (x)和浮点数程序运算结果 f̂ (x)，相对
误差和绝对误差的计算公式如下：

Errrel( f (x), f̂ (x)) =
���� f (x) − f̂ (x)

f (x)

����
Errabs( f (x), f̂ (x)) =

�� f (x) − f̂ (x)
��

最小精度单位（unit in the last place，ULP）是一种衡量相对误差的单位 [45, 81]。

对于一个浮点数表达及其对应的实数值 z = (−1)S × d0d1 . . . dn × 2E，最小精度单位和

ULP误差（Errulp）可以表示为：

ULP(z) =
��d0.d1 . . . dn − (z/2E)

��
2n−1

Errulp( f (x), f̂ (x)) =
���� f (x) − f̂ (x))

ULP( f (x))

����
对于单精度浮点数（32位），其尾数位有 23位，同时包含始终为 1的隐藏首位，共

有 24位有效数字。因此单精度浮点数的一个 ULP误差大约对应 6.0× 10−8至 1.2× 10−7

之间的相对误差：
1

224 ≈ 6.0 × 10−8

1
223 ≈ 1.2 × 10−7

对于双精度浮点数（64位），其尾数位有 52位，同时包含始终为 1的隐藏首位，共

有 53位有效数字。因此双精度浮点数的一个ULP误差大约对应 1.1×10−16至 2.2×10−16

之间的相对误差：
1

253 ≈ 1.1 × 10−16

1
252 ≈ 2.2 × 10−16

以下的 C程序，概略的展示了单精度与双精度浮点数的精度。

1 #include <stdio.h>
2 int main() {
3 float f = 12.34567890123456789;
4 double d = 12.34567890123456789;
5 printf("float:  %.20e\n", f);
6 printf("double: %.20e\n", d);
7 return 0;
8 }

6
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其输出结果为：

1 float: 1.23456792831420898438e+01
2 double: 1.23456789012345673484e+01

1.3 相关研究现状

本节首先对浮点数程序的测试与分析领域的相关研究现状进行介绍，然后对现有

相关研究进行总结陈述。

• 本节的第 1.3.1小节，将介绍针对传统软件工程问题的浮点数程序测试与分析相

关工作。本小节将介绍两类工作，分别为代码覆盖的相关工作，其目标是生成

测试用例，使其覆盖尽可能多的运行分支；以及异常检测的相关工作，其目标

是检测浮点数程序中的错误（error）及异常（exception）运行状态。上述两类目

标都是软件工程领域的传统测试与分析目标 [32, 71]；

• 本节的第 1.3.2 小节，将介绍针对误差问题的浮点数程序测试与分析的相关工

作。由于浮点数误差的特殊性，传统的软件工程方法无法简单的套用在浮点数

误差问题上。本小节将介绍两类工作，分别为误差上界分析的相关工作，其目

标是分析浮点数程序可能的误差上界，该方法基于静态分析，不会生成具体的

测试用例；以及基于搜索的误差检测相关工作，其目标是使用搜索的方法检测

浮点数误差。自 2014年以来，已有部分工作使用基于搜索的方法对浮点数误差

问题进行初步探索 [15, 26]。这部分工作直接使用现有的搜索算法与框架，未针

对浮点数误差问题的特性进行深入研究，导致其普遍对误差的检测效率不高。

1.3.1 针对传统软件工程问题的浮点数测试与分析工作

本小节将介绍针对传统软件工程问题的浮点数测试与分析相关工作。包括：

• 代码覆盖。对于浮点数程序，尽可能多的进行分支覆盖 [27]。

• 异常检测。对于浮点数程序，生成可以触发错误及异常的测试用例 [9]。

1.3.1.1 针对代码覆盖的相关工作

代码覆盖（code coverage）是软件测试中用于度量测试用例质量的一个重要指标，

最早由 Miller 及 Maloney 于 1963 年提出 [48]。近年来已有大量相关研究在此领域展

开 [16, 76]。其中使用符号执行（symbolic execution）的相关技术是目前的主流技术方

向。

符号执行是一类用于提高代码覆盖的技术。过去 40年中，符号执行的研究热度一

直很高 [7, 14, 38]。它可以通过分析程序来得到让特定代码区域执行的输入。顾名思义，
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1 int twice(int v) {
2 return 2*v;
3 }
4 void testme(int x, int y) {
5 int z = twice(y);
6 if (z == y) {
7 if (x > y+10) {
8 ERROR;
9 }

10 }
11 }
12 /* simple driver exercising

testme() with sym inputs */
13 int main() {
14 x = sym_input();
15 y = sym_input();
16 testme(x, y);
17 return 0;
18 }

图 1.1 符号执行与执行树表达

使用符号执行分析一个程序时，该程序会使用符号值作为输入，而非一般执行程序时

使用的具体值。在达到目标代码时，分析器可以得到相应的路径约束，然后通过约束

求解器（constraint solver）来得到可以触发目标代码的具体输入（测试用例）。

软件测试中的符号执行主要目标是：在给定的条件中，探索尽可能多的、不同的

程序路径。对于每一条程序路径：

1. 生成一个具体输入的集合（主要目标）；

2. 检查是否存在各种错误（包括错误、异常、违反断言、内存泄漏等）。

从测试生成的角度，符号执行可以生成高覆盖率的测试用例。从缺陷检测的角度，

符号执行可以提供一个具体的输入用于触发缺陷，提供给开发者进行调试使用。

符号执行的关键思想就是，把输入变为符号值，那么程序计算的输出值就是一个

符号输入值的函数。一个程序执行的路径通常是 True和 False条件的序列，这些条

件是在分支语句处产生的。在序列的 ith位置如果值是 True，那么意味着 ith条件语句

进入的是 then分支；反之如果是 False就意味着程序实际执行进入的是 else分支。

因此，符号执行通过执行树形式化的表达执行过程。

在图 1.1的代码中，testme()函数有 3条执行路径，组成了右图中的执行树。直

观上来看，我们只要给出三个输入就可以遍历这三个路径，即图中不同的 x和 y取值。

符号执行的目标就是能够生成这样的输入集合，在给定的时间内探索所有的路径。

为了形式化地完成这一任务，符号执行会在全局维护两个变量。其一是符号状态
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σ，它表示的是一个从变量到符号表达式的映射。其二是符号化路径约束 PC（path con-

straint），这是一个无量词的一阶公式，用来表示路径条件。在符号执行的开始，符号

状态 σ会先初始化为一个空的映射，而 PC初始化为 True。σ和 PC在符号执行的过

程中会不断更新。在符号执行结束时，路径约束就会用约束求解器进行求解，以生成

实际的输入值。这个实际的输入值如果用程序执行，就会走符号执行过程中探索的那

条路径，即此时路径约束的公式所表示的路径。

以图 1.1中的例子来阐述这个过程，即当符号执行开始时，符号状态 σ为空，符号

路径约束为 True。当我们遇到一个读语句，形式为 var=sym_input()，即接收程序

输入，符号执行就会在符号状态 σ中加入一个映射 var→ s，这里 s就是一个新的未约

束的符号值。图 1.1中代码，main()函数的前两行会得到结果 σ = {x → x0, y → y0}，
其中 x0和 y0是两个初始的未约束的符号化值。

当遇到一个赋值语句，形式为 v=e，符号执行就会将符号状态 σ更新，加入一个

v 到 σ(e) 的映射，其中 σ(e) 就是在当前符号化状态计算 e 得到的表达式。例如，在

图 1.1中代码执行完第 5行时，σ = {x → x0, y → y0, z → 2y0}。
当遇到条件语句 if(e) S1 else S2，路径约束 PC 会有两个不同更新。首先是

PC 更新为 PC ∧ σ (e)，这就表示 then 分支；然后是建立一个路径约束 PC′，初始化

为 PC ∧ ¬σ (e)，这就表示 else分支。如果 PC 是可满足的，给定实际值，那么程序

执行就会走 then 分支，此时的状态为：符号状态 σ 和符号路径约束 PC。反之如果

PC′是可满足的，那么会建立另一个符号实例，其符号状态为 σ，符号路径约束为 PC′，

走 else分支。如果 PC和 PC′都不能满足，那么执行就会在对应路径终止。例如，第

7 行建立了两个不同的符号执行实例，路径约束分别是 x0 = 2y0 和 x0 , 2y0。在第

8行，又建立了两个符号执行实例，路径约束分别是 (x0 = 2y0) ∧ (x0 > y0 + 10)，以及
(x0 = 2y0) ∧ (x0 ≤ y0 + 10)。
如果符号执行遇到了 exit语句或者错误（指的是程序崩溃、违反断言等），符号

执行的当前实例会终止，利用约束求解器对当前符号路径约束赋一个可满足的值，而

可满足的赋值就构成了测试输入：如果程序执行这些实际输入值，就会在同样的路径

结束。例如，在左图例子中，经过符号执行的计算会得到三个测试输入：{x = 0, y = 1}，
{x = 2, y = 1}，{x = 30, y = 15}。
符号执行在 2005 年之后的突然重新流行，一大部分原因是因为求解器能力的提

升，能够求解复杂的路径约束。但是约束求解在某种程度上依然是符号执行的关键瓶

颈，也就是说符号执行所需求的约束求解能力超出了当前约束求解器的能力。

对于浮点数的约束求解一直受限于浮点数的特殊结构及浮点数运算的特殊性质。

经典的约束求解器往往将浮点数作为实数理解，这样会导致求解的约束表达与程序的

实际语义不符，生成的测试用例实际执行路径与符号执行路径不一致。因此，一些工作
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试图增强符号执行及约束求解器对于浮点数的支持。著名的符号执行工具 KLEE [13]，

在 2017年加入了对浮点数的支持 KLEE-Float [43]，Bagnara等人 [5]尝试利用浮点数

位运算级别的二进制表达来改进符号执行的路径及约束求解能力，著名的约束求解器

Z3 [19]通过加入随机及启发式算法来增强对浮点数的约束求解能力。

1.3.1.2 针对异常检测的相关技术

错误（errors）和异常（exceptions）是常见的程序机制，用于表示超出程序正常执

行流程的特殊条件。浮点数操作同样会导致异常，在 IEEE-754 [81]浮点数标准中，定

义了 5类异常：

• 无效操作。例如∞−∞，0 ×∞，
√
−1等；

• 除零错误。例如 5/0；
• 向上溢出。运算结果的绝对值超出浮点数能表达的最大数值。

• 向下溢出。运算结果的绝对值小于浮点数能表达的最小数值。

• 不精确。当舍入结果不准确时。

如果上述异常，尤其是前四类异常未经处理，则可能导致程序产生意料之外的结

果。2013年，Barr等人提出工具 Ariadne [9]，用于生成会导致浮点数异常的测试用例。

Ariadne通过浮点数的特定性质，将浮点数理解为实数运算，给定一系列会触发异常的

条件。然后使用约束求解器求解符号执行的路径约束和触发异常的条件约束，找到可

能会触发异常的实数值，再检测对应的浮点数值及其临域的浮点数值是否会触发异常。

Ariadne使用 KLEE作为符号执行工具，使用 Z3作为约束求解工具。

当向下溢出发生后，浮点数的结果将成为非规格化数，对于 64位浮点数而言，非

规格化数大约位于 (10−324,10−308)的范围内。由于非规格化数的表达与规格化浮点数具
有较大差别，从编译器的指令到硬件的浮点运算单元都无法对非规格化数进行较好的

优化，导致涉及到非规格化浮点数的运算效率底下。基于这一特点，Andrysco等人 [3]

提出一种针对非规格化浮点数的安全攻击，使用模糊测试（fuzz testing）的方法生成大

量非规格化浮点数运算的测试用例，用于安全攻击。

1.3.2 针对误差问题的浮点数测试与分析工作

本小节将介绍针对浮点数误差问题的程序测试与分析相关工作。包括：

• 浮点数误差上界分析。总体而言，误差上界分析是一种静态分析方法，可以生

成——对于所有输入而言——可能的浮点数程序误差上界。此类工作能产生一

个程序误差的上界，无法生成具体的触发误差的测试用例，因而在实践中开发

者往往无从下手进行调试。因此，此类工作受到稀疏性问题的制约，限制了其

在实践中的应用；
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• 基于搜索的误差检测。总体而言，基于搜索的误差检测是动态分析方法，目标

是搜索会触发显著误差的测试用例。如上文中所述，在浮点数误差问题上，基

于搜索的已有工作对误差的检测效果不佳。

1.3.2.1 浮点数误差上界分析

误差上界分析普遍基于静态分析。在相关的静态误差上界分析工作中，最为核心

的部分即为误差积累模型。相关研究主要使用区间运算和仿射运算两种误差积累模型，

本节将从这两方面入手，介绍相关的研究现状。

基于区间运算的误差上界分析 在区间运算（interval arithmetic），也称为区间分

析中，变量（实数）x被表示为一个浮点数区间 x̄ = [xmin, xmax]。这是由于浮点数精度有
限，无法精确的表达实数，因而实数的值实际位于两个浮点数值之间。经典的区间分

析工作中 [33, 82]，定义了一系列区间运算的基本运算规则，例如对于区间 x̄ 和 ȳ，加

法，减法，和乘法分别定义为

x̄ + ȳ = [xmin + ymin, xmax + ymax]

x̄ − ȳ = [xmin − ymax, xmax − ymin]

x̄× ȳ = [min {xminymin, xminymax, xmaxymin, xmaxymax} ,max {xminymin, xminymax, xmaxymin, xmaxymax}]

具体而言，假设实数 x, y 分别位于区间 x̄ = [2,4], ȳ = [−3,2] 中，则二者之和
x + y 则位于区间 x̄ + ȳ = [2 − 3,4 + 2] = [−1,6] 中，而二者之积 xy 则位于区间

x̄ × ȳ = [4 × (−3),4 × 2] = [−12,8]中。
在大多数情况下，区间除法 x̄/ȳ 仅定义在 ȳ 不包含 0的条件下。然而，这样的限

制在实践中是不可接受的。一些研究试图使用区间运算的变体来重新定义除法，试图

改善该算法在实践中的可行性 [33, 59]。

区间分析最早在 1960年代由 Ramon E. Moore正式提出 [49, 50]，在 90年代，区间

分析被认为是一种灵活且有效的范围分析工具。区间分析的流行也得益于浮点数标准

IEEE-754 [81]被广泛接受。因为在 IEEE-754标准中定义了确定性的舍入准则，该准则

使得有效且不依赖于特定设备的误差边界分析成为可能。

然而，区间分析通常会得到比实际计算值宽松很多的上界。一个极端的例子是，对

于 x ∈ x̄ = [2,5]，表达式 x − x的区间被计算为 [2− 5,5− 2] = [−3,3]，而不是 [0,0]，显
然后者才是该表达式的精确区间。同时我们注意到，由于区间分析不包含具体的变量

信息，因此其并不能将两个相同的 [2,5]区间假定为表示相同的变量（而抵消），因为
这也可能是两个独立的变量恰好具有相同的区间范围。
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图 1.2 区间分析的边界膨胀问题。x̄ = [−2,2]。左侧为函数 g(x) =
√

x2 − x + 1/2/
√

x2 + 1/2及其区
间分析结果；右侧为二次迭代后的 h(x) = g(g(x))及其区间分析结果。

一般而言，如果一个浮点数操作 z ← f (x, y)的操作数 x与 y具有相关性，则区间

分析得到的区间 z̄ ← f̄ (x̄, ȳ)将比实际的区间要宽松的多。在区间分析中，通常将分析
所得到的区间与实际区间宽度的比值定义为高估系数 σ，事实表明，高估系数σ仅取决

于浮点数操作的类型和数量，而与实际的区间无关。例如，考虑表达式 x×(10− x)，如果
x ∈ [3,5]，则区间分析结果 [15,35]的宽度为精确区间 [21,25]的 5倍；如果 x ∈ [3.9,4.1]，
区间分析结果 [23.01,25.01]的宽度仍为精确区间 [23.79,24.19]的 5倍。

区间分析的边界过于宽松，阻碍了区间分析在实践中的应用。在链式计算下，每

一个操作的结果都将作为下一个操作的输入，高估系数 σ会不断相乘放大，最终导致

区间过于宽松而失去实际意义。图 1.2展示了区间过于宽松的样例。在这种情况下，为

了得到有效的区间边界，相关研究将不得不对初始区间划分为数量庞大的、更多更小

的子区间，并对每个子区间进行分析计算 [67]。

基于仿射运算的误差上界分析 仿射运算（affine arithmetic）是为了解决区间分析

的边界膨胀问题而提出的一种自解释计算模型（self-validated computation methods）[66,

67]。仿射运算不仅记录每个变量的区间，也记录了（误差）数值之间的相关性。由于

这类额外的相关性信息，每个仿射运算中的估计的误差与输入区间具有平方关系。因

此，如果输入区间足够小，每个仿射运算都可以对变量的区间进行严格的（非宽松的）

估计，即高估系数 σ 接近于 1。对于链式计算，该方法同样可以保证不受区间膨胀问

题影响。

在仿射运算中，变量被表示为仿射表达 x̂，也就是一阶多项式的形式

x̂ = x0 + x1ε1 + x2ε2 + · · · + xnεn.

其中 xi 为浮点数，εi 表示未知的误差量，并假定误差量位于区间 [−1,1]中。在仿射表
达中，x0称为中心值，系数 xi 称为局部偏差，εi 称为误差项（也称为噪音）。

每个误差项 εi代表全体误差中的一个独立分量；相应的系数 xi代表了该分量的大
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图 1.3 相关变量 x̂和 ŷ的联合区间 ⟨x̂, ŷ⟩。其中 x̂ = 20 − 4ε1 + 2ε3 + 3ε4，ŷ = 10 − 2ε1 + 1ε2 − 1ε4

小。这种误差的来源既有可能是外部的（已经存在于输入数据中），也有可能是内部的

（由于本次运算的舍入导致的）。

仿射运算的一个关键特性在于，同一个误差项 εi 可能存在于不同的变量的仿射表

达中。由于共享误差项，不同的变量 x̂ 和 ŷ 之间可能存在相关依赖关系，该依赖关系

由相应的系数 xi 和 yi 确定。例如，假设 x̂和 ŷ的仿射表达为

x̂ = 20 − 4ε1 + 2ε3+3ε4

ŷ = 10 − 2ε1+1ε2 −1ε4

根据上述数据，我们可以知道 x位于区间 x̄ = [11,29]中，而 y位于区间 ȳ = [6,14]中；
即 (x, y)位于图 1.3的灰色矩形中。但是，由于 x̂和 ŷ的仿射表达都包含非零系数的误

差项 ε1和 ε4，因此他们并非完全独立。实际上，无论误差项 ε1, . . . , ε4如何取值，(x, y)
一定位于图 1.3的深灰色区域中。该区域称为 x̂和 ŷ的联合区间（joint range），表示为

⟨x̂, ŷ⟩。
有了上述概念，便可以定义仿射表达之间的运算法则。对于基础仿射运算，z =

f (x, y) → ẑ = f̂ (x̂, ŷ)，包括加减法，常量加法，和常量乘法，可由如下公式定义

x̂ ± ŷ = (x0 ± y0) + (x1 ± y1)ε1 + · · · + (xn ± yn)εn

α x̂ = (αx0) + (αx1)ε1 + · · · + (αxn)εn

x̂ ± β = (x0 ± β) + x1ε1 + · · · + xnεn

对于非仿射类运算，z = f (x, y) → ẑ = f (x̂, ŷ)，例如乘法，则定义为

x̂ ŷ = x0y0 +

n∑
i=1

(x0yi + y0xi)εi + zkεk

zk =
n∑
i=1

|xi |
n∑
i=1

|yi |
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图 1.4 通过仿射运算解决边界膨胀问题。x̄ = [−2,2]。左侧为函数 g(x) =
√

x2 − x + 1/2/
√

x2 + 1/2
及其仿射运算结果；右侧为二次迭代后的 h(x) = g(g(x))及其仿射运算结果。

在使用区间分析的情况下，可以直接将其中的区间运算替换为仿射运算。由于仿

射运算的高估系数普遍比区间运算要小，所以这是一种可替代区间运算的方法。具体

来说，如果区间分析使用了 n个变量并且具有高估系数 σ，则使用仿射运算可以将高

估系数降低 1/σn。由于高估系数 σ通常远大于 1，因此带来的效果提升非常显著 [66]。

对于相同的运算，仿射运算（图 1.4）相比于区间运算（图 1.2）有很大的效果提升。

1.3.2.2 基于搜索的误差检测

本小节将从：（1）搜索目标函数及测试预言的计算（2）检测误差的搜索方法，这

两方面介绍基于搜索的误差检测相关工作。具体而言，基于搜索的两类相关工作具有

如下特点：

• 搜索目标函数及测试预言的计算，即计算误差。此类工作尝试对运算误差进行

计算，旨在解决未知性问题对误差检测的制约；

• 检测误差的搜索方法，即搜索测试用例。此类工作尝试使用搜索算法，在巨大

的搜索空间中找到会触发显著误差的测试用例，旨在解决稀疏性问题对误差检

测的制约。

搜索目标函数及测试预言的计算 一直以来，获得浮点数程序的测试预言，即计

算精确的运算结果被认为是一项困难的任务 [10]。

在已有的基于搜索的方法中，普遍需要计算误差——即精确结果与浮点数程序运

算结果的差——来作为搜索的目标函数。因此浮点数程序的测试预言是所有基于搜索

的相关技术的前提和保证。

为了获取高质量的浮点数测试预言，一个最简单也最为直接的方法便是提高浮点

数的位数以获得更高的精度。由于真正的测试预言 f (x)为无限精度的实数，不可能在
计算机系统中精确的表达，所以使用高精度浮点数程序 f̂high(x) 作为精确结果的替代，
即作为测试预言，用于分析浮点数程序。
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因此，Fousse等人提出了高精度的浮点数库 MPFR [25]。GNU MPFR是一个基于

GNU高精度库（GNU Multi-Precision Library）的支持任意精度的浮点数计算库。其对

于高精度的浮点数运算具有明确定义的语义，即平台无关性。MPFR遵循了 IEEE 754

标准中对于浮点运算的标准定义，包括其中关于舍入和异常的定义，使得 MPFR提供

的高精度浮点数类型具有与标准浮点数类型相同的运行特征。具体而言，MPFR 具有

以下特性：

• 支持特殊数值。包括带符号的零（+0 及-0），无穷大（+∞ 及 −∞）以及非数
（not-a-number，NaN）；

• 每个数值变量都可以设定为一个确定的精度，并支持符合 IEEE 754标准的舍入

模式；

• 支持 C99中的所有数学函数，以及部分常用的数学函数，包括指数函数、对数

函数、三角函数及其反函数、双曲函数及其反函数、伽马函数（Γ函数）、黎曼

ζ 函数等等。所有支持的数学函数都保证进行正确的舍入。

• 不支持非规格化浮点数。但是可以通过 mpfr_submornalize()函数进行模拟。

通过使用 MPFR，研究人员可以方便的利用 MPFR 重新编写高精度的运算程序

f̂high，用于获得待分析的浮点数程序 f̂ 的测试预言。

MPFR 是一个提供了高精度类型的浮点数运算库，可以理解为一个基础工具。对

于简单的浮点数程序，开发者可以将其中的浮点数类型直接替换为 MPFR类型，得到

其高精度版本。然而，由于数值计算程序往往庞大且复杂，有许多其他库的依赖（此

类依赖库往往不支持MPFR类型的浮点数计算），因而对于复杂的数值计算程序，构建

基于MPFR的高精度版本的工程量十分庞大甚至不再可行。

上文提到的 MPFR只是一个基础的高精度浮点数运算库，无法自动的生成测试预

言。因此，Benz等人提出了自动化的浮点数测试预言生成工具 FpDebug [10]。FpDebug

基于二进制分析工具 Valgrind[51] 和高精度浮点数运算库 MPFR 构建而成。对于一个

浮点数程序，FpDebug通过如下方法获得其高精度运行结果：

1. 对于程序计算出的每个原始值（包括写入内存的变量及保存在寄存器中的临时

结果），其维护一个影值（shadow value）。影值为MPFR提供的高精度浮点数类

型，具有比原始值更高的精度。

2. 对于原始值的每一次运算，使用 MPFR提供的高精度运算函数，对影值进行同

类型的相同运算。

3. 对于每次运算，计算运算结果中影值与原始值的相对误差。

FpDebug基于实数运算语义，即假设提高浮点数运算可以完全理解为实数运算，提
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升类型的精度一定可以得到更准确的结果。相比于 MPFR，FpDebug 可以自动化生成

浮点数测试预言，极大的提高了测试预言生成工具的可实践性。给本节接下来将介绍

的依赖测试预言的误差检测相关工作提供了基础。

然而，数值计算的语义往往无法通过准确的程序描述，使得基于实数运算语义的

上述工具产生错误，给获取高质量的测试预言带来了困难。例如在数值计算领域非常

重要的贝塞尔函数（Bessel functions），是下列常微分方程的标准解函数 y(x)：

x2 d2y

dx2 + x
dy
dx
+ (x2 − α2)y = 0

这类方程的解无法用初等函数表示。在计算此类函数时，需要大量使用各类数值分析

的算法，例如在著名的GNU科学计算库GSL（GNU Scientific Library）中，关于贝塞尔

函数的求值就使用了 Thompson-Barnett-Temme方法 [69]，切比雪夫展开 [47]，Hankel

变换 [74]等等大量数值方法。此类数值方法中存在的精度特定运算 [84]，会导致语义

解释错误，进而导致高精度类型得到错误的运算结果。现有关于精度特定运算的唯一

相关工作是本文作者合作完成的工作 [84]，该工作主要使用实证研究的方法探究其特

点和检测的可能性。

检测误差的搜索方法 本文在第 1.3.2.1节中已经介绍了在保证浮点数运算的精确

性方面的一些研究成果。这类方法使用基于静态分析方法的区间运算或仿射运算，来

判断浮点数程序误差的上界。然而，这类方法具有以下几点局限性：

• 由于静态分析方法自身的局限性，计算出的误差上界只是实际误差的一个估计

值，并且该估计值不精确。即使在最新的研究成果中 [17]，计算出的误差上界仍

然要比实际的误差大几个数量级，甚至有时上界是无穷大。所以，即使计算出

了一个大的误差上界，仍然不能保证是否存在精度相关问题。

• 在调试程序时，开发者需要的是一个会触发显著误差的测试用例，以便于追踪程

序的执行过程，找到产生显著误差的原因并修复它。然而，已有的研究成果 [8]

指出，在所有可能的输入中，只有很小的一部分输入会触发显著的误差。所以，

对于开发者来说，通过手动查找的方法获取会触发显著误差的输入值是非常困

难的。

因此，一些工作开始探索使用基于搜索的方法检测会触发显著误差的测试用例，以

便于开发者进行调试。其中比较经典的工作有 2014年由Chiang等人提出的BGRT [15]，

和 2015年由 Fu等人提出的 BEA [26]。上述工作都是使用搜索算法的测试用例生成工

具，接下来本文将详细阐述。

BGRT（binary guided random testing）是一种基于二分区间搜索的浮点数误差检测

算法。BGRT 算法由初始的有效输入区间开始，反复迭代至会产生较大误差的更小的
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区间。每次 BGRT的迭代都从一个初始区间开始，枚举一些更小的区间切分方式，然

后选择（局部）误差最大的区间进入下一次迭代。最终迭代至终止条件（区间宽度足

够小，或找到产生足够大误差的输入）则停止。

BGRT 是一种启发式的算法，在其论文中并未深入探究该算法的有效性原理。同

时，该算法严重依赖于测试预言，导致该论文的实验仅在 32位浮点数程序上进行——

同时其使用完全对应的 64位浮点数程序的运算结果作为测试预言。然而，由于在实践

中单纯提高浮点数的精度并不能得到高质量的测试预言 [73]，因此该设定限制了BGRT

的可实践性。同时，由于论文的实验部分仅对比了一些基础的随机算法，使得 BGRT

算法的有效性缺乏严谨的支持。

BEA（backward error analysis）是一种基于反向误差的浮点数误差检测方法。在度

量浮点数程序的精确性时，大多数程序都使用前向误差——即理论上的精确值（测试

预言）与浮点数程序运算结果之间的误差——作为度量标准。本文之前提到的相关技

术，包括静态分析、符号执行等方法，都对前向误差进行了深入的研究。而对于数值

分析的研究人员而言，反向误差是一种具有更良好的数学性质的分析范式，其已被应

用于手动分析许多基本算法 [34]。因此，BEA技术尝试利用反向误差在数值分析领域

的优势，构建一种更为有效的浮点数误差检测方法。

反向误差的定义。假设一个理想的（数学上的）函数 f，其输入为 x，理论上的输

出为 f (x)，浮点数程序为 f̂ 为 f 的数值计算实现，浮点数程序的输出为 f̂ (x)。那么，
对应的前向相对误差 Ferr 则可以表示为：

Ferr =

���� f̂ (x) − f (x)
f (x)

����
而反向误差则将 f̂ (x)理解为 f 在输入 x存在一个微小扰动的情况下的结果：

f̂ ≃ f (x + ∆x)

则将上式中的 ∆x定义为反向误差。图 1.5中展示了反向误差的定义。

使用反向误差，可以很好的判断前向误差是否存在，以及前向误差产生的原因——

是由于原函数 f 自身定义了一个病态（ill-conditioned）问题，还是由于浮点数程序 f̂

实现导致了误差问题。

BEA将搜索前向误差的问题转化为搜索反向误差的问题，之后使用马尔可夫链蒙

特卡洛方法（MCMC） [2]对浮点数输入空间进行搜索采样，试图找到一个会触发显著

反向误差的输入。MCMC是一类用于模拟目标分布的随机采样技术。采用 MCMC方

法的原因有两点。首先，搜索空间是所有可行的浮点数输入。即使在一维情况下，很小

的区间也包含大量的浮点数，MCMC方法是处理大型搜索空间的有效技术。其次，由

17



北京大学博士研究生学位论文

图 1.5 反向误差的定义

于目标函数——即反向误差——不可导也不连续，使得一些基于梯度的搜索算法、优

化算法无法工作。因此，考虑到MCMC具有良好的数学性质，BEA使用MCMC作为

搜索显著反向误差的方法。

在找到大的反向误差后，BEA对找到的结果进行分析，保留其中会导致大的前向

误差的输入，即需要开发者进行修复的误差问题。同时，BEA也可以作为传统误差检

测技术的一个补充：如果一个输入会产生大的前向误差，同时只有较小的反向误差，则

证明该误差是由于函数 f 自身而非浮点数程序的实现 f̂ 导致的，即为病态问题，开发

者无需——事实上也无法——对该误差问题进行修复。表 1.2中展示了前向误差与反向

误差的关系及意义。

表 1.2 前向误差与反向误差的关系

前向误差 反向误差 分析结果

小 大 程序精度对具体实现不敏感

小 小 一个好的浮点数程序

大 小 病态问题

大 大 可以修复的精度问题

反向误差的计算同样依赖于测试预言。因此 BEA的贡献主要在于对检测浮点数误

差的测试用例生成领域的理论推动，以及对于会产生大误差的测试用例的分析。其在

搜索模块中使用的MCMC方法，虽然在理论上具有良好的收敛性，然而在实践中并未

展现出优于其他启发式搜索的效果。
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图 1.6 相关工作的分类与总结

1.3.3 研究现状小结

图 1.6对本节的相关工作进行了分类与总结。总体而言，已有的针对浮点数程序的

测试与分析相关技术，可以按照技术目标分为两类：针对传统软件工程问题的相关工

作和针对浮点数误差问题的相关工作。

在针对传统软件工程问题的相关工作中，本节介绍了较有代表性的两类工作，即

代码覆盖的相关工作和异常检测的相关工作。此类工作的目标与已有的软件工程目标

相一致，均使用传统方法——如约束求解器——来达成测试与分析目标，从传统的软

件工程角度提升代码质量。

在针对浮点数误差问题的相关工作中，本节较为详尽的介绍了已有的工作。包括

静态的误差上界分析相关工作和动态的基于搜索的误差检测相关工作。

误差上界分析的相关工作从静态分析的角度，对浮点数程序在所有输入下的误差

上界进行估计。此类工作通过基于区间运算和仿射运算的误差积累模型估计误差。其

输出为一个可能的误差上界，并不保证误差上界的触发，也不包含具体的触发误差上

界的测试用例。因而，在实践中开发者往往对于这样的分析结果无从下手，限制了其

在实践中的应用。

基于搜索的误差检测相关工作从动态分析的角度，尝试在输入空间中搜索会触发

显著误差的测试用例，可以给误差的调试带来较大的帮助。此类工作从基于搜索的角

度对浮点数误差的检测进行了探索，将误差检测问题转化为搜索问题，目标为会触发

显著误差的测试用例。基于搜索的技术必然会涉及到两个关键构件的设定：搜索目标

和搜索算法。

• 对于搜索目标，相关工作直接使用误差作为搜索目标。误差为精确结果与浮点
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数程序运算结果的差。要计算误差，就必然需要先计算测试预言——即精确的

运算结果。已有的相关工作基于实数运算语义对浮点数程序进行解释，直接使

用精度调整的方法计算测试预言。然而，由于其未能考虑浮点运算语义，上述

假设并不成立，导致其对程序作出错误解释，进而生成错误的测试预言；

• 对于搜索算法，相关工作直接使用已有的搜索算法或最优化算法对误差进行搜

索，例如二分搜索算法和蒙特卡洛马尔可夫方法。由于触发显著误差的测试用

例在整个搜索空间中极为稀疏 [8]，上述工作未针对浮点数误差问题的特性进行

讨论与分析，导致搜索算法效果不佳，并不能有效的对浮点数误差进行检测。

由上述讨论可知，基于搜索的误差检测相关研究开拓了浮点数程序误差测试与分

析的新方向。同时，由于相关工作并未对搜索的关键构件进行深入分析，仅直接使用

了搜索领域已有的方法与算法，导致误差检测的效果仍不理想。

1.4 尚待解决的问题

在上文的第 1.3.3节中，本文对已有的相关工作进行了总结。本文发现，对于浮点

数误差问题，基于搜索的误差检测方法理论上可以给调试过程带来较大的帮助。然而，

相关工作检测显著误差的效果尚不理想。因此，本文总结了基于搜索的浮点数程序误

差测试与分析工作的几个尚待解决的问题。通过解决下列问题，可以打通搜索的各个

环节，形成一套有效的，适用于不同场景下的，基于搜索的误差测试与分析方法。

首先要解决的是误差的计算问题。由于基于搜索的误差检测技术普遍使用误差作

为搜索目标，误差的计算是基于搜索的相关工作的基础和保证。浮点数程序的误差为

精确结果与浮点数程序运算结果之差，而精确结果——即测试预言——的获取问题尚

未解决。已有工作使用实数运算语义对浮点数程序进行解释，假设提升浮点数类型的

精度一定会得到更精确的运算结果。然而，在实际项目中广泛存在的精度特定运算会

导致语义解释错误，进而产生错误结果。因此，如何计算精确的运算结果，即测试预

言，是一个尚待解决的问题。通过解决该问题，浮点数误差的未知性问题也就得到了

解决。

然后要解决的是搜索算法的效果问题。相关工作指出，会触发显著误差的浮点数

测试用例极为稀少，因此对搜索算法的效果要求很高。已有工作并未对浮点数误差进

行深入讨论与分析，直接使用传统的搜索算法对浮点数误差进行搜索，导致搜索效果

不好。在一些浮点数程序存在显著误差问题的情况下，仍无法搜索到触发显著误差的

输入。因此，如何提升搜索算法的效果，是另一个需要解决的问题。通过解决该问题，

浮点数误差的稀疏性问题也就得到了解决。

最后值得思考的是，能否在已有的基于搜索的框架上进行拓展，使用更多的信息
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以达到更好的误差检测效果。已有工作普遍在黑盒场景下进行误差检测，并不考虑浮

点数程序的内部状态与信息。然而在白盒场景下，程序的语义信息是可以利用的重要

信息。如何在白盒场景下，利用浮点数程序的语义信息指导搜索算法，以提升搜索的

速度和效果，是另一个需要解决的问题。通过解决该问题，可以在不同场景下最大化

对误差测试与分析的能力，提升误差检测的效果，解决浮点数误差的稀疏性问题。

1.5 本文主要工作

为了保证浮点数程序的质量，从程序测试和程序分析的角度，尽可能的对浮点数

误差进行检测，本文使用了基于搜索的方法对浮点数程序误差进行测试与分析，核心

目标是找到会触发显著误差的测试用例。基于搜索的软件工程使用启发式搜索的方法

解决软件工程问题，其核心包括问题的定义与转化，搜索目标函数的制定，搜索算法

的构建等一系列关键技术。针对浮点数误差问题，基于搜索的方法具有下列特点：

• 是一种动态分析方法；

• 可以给出特定的触发显著误差的测试用例；

• 可以参考及利用最优化问题的搜索算法；

• 可以应用于不同的测试与分析场景下。

基于搜索的方法在具有上述特点的同时，也面临未知性与稀疏性问题的挑战：

• 搜索目标函数的制定与获取，受到测试预言未知性的问题挑战；

• 搜索算法的效果，受到浮点数误差稀疏性问题的挑战。

针对基于搜索的方法面临的上述挑战，本文进行了一系列具有针对性的研究，分

别为：

• 高质量的浮点数测试预言获取方法研究。该研究提出了兼容语义模型，解决了

语义解释错误问题，可以生成正确且准确的测试预言，建立了广泛适用的搜索

目标函数；

• 黑盒场景下的搜索算法研究。该研究提出了特定于浮点数误差问题的高效搜索

算法；

• 白盒场景下的新搜索目标函数研究。该研究提出了一种新的搜索目标函数“原

子状态函数”，在白盒场景下提高了搜索的有效性并降低了运行开销。

具体而言，上述三种方法相互关联，解决了各个搜索流程中的关键问题，其关系

如图 1.7中所示。

在黑盒场景下，测试预言生成工作可以直接用于计算误差，作为搜索目标；测试

用例生成工作提出了新的搜索算法，以提高搜索的有效性。
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在白盒场景下，误差分析方法提出了新的搜索目标，并应用搜索算法对误差进行

搜索；同时测试预言生成工作在最终用于对少量分析结果计算误差，起到结果验证的

作用。使用新的搜索目标可以提高搜索的有效性；仅在最终验证中计算少量的测试预

言，可以降低测试与分析的运行开销。

图 1.7 本文提出的各测试与分析技术之间的联系

接下来，本节将分别介绍本文提出的一系列基于搜索的浮点数程序误差测试与分

析相关研究。

1.5.1 面向搜索的浮点数测试预言自动生成技术

第 1.3.2.2节中已经介绍，一直以来，浮点数程序的测试预言（oracle）自动生成被

认为是一项困难的任务。尽管经过多年的发展，高质量与自动化这两个目标仍然无法

同时达成。已有的自动化测试预言生成技术基于实数运算语义，只对于原始程序的每

一步操作进行镜像化的高精度模拟，会对精度特定运算做出错误语义解释，导致生成的

测试预言不精确甚至错误。高质量的测试预言生成技术严重依赖专家知识（expertise），

需要数值分析专家使用各类数值方法手动构建测试预言。例如一个数值分析中的基础

函数——贝塞尔函数（Bessel function）——就要手动处理 Thompson-Barnett-Temme方

法 [69]，切比雪夫展开 [47]，Hankel变换 [74]等多种复杂的数值分析方法，需要大量

时间成本和人力成本。

同时，由于浮点数误差问题的技术链式依赖特点，浮点数误差的测试与分析研究

严重依赖于测试预言的质量，因而一个高质量的浮点数测试预言自动生成技术是十分

重要且必要的。

通常而言，基于实数运算语义，将浮点数程序中的浮点数类型理解为实数，通过提

高浮点数类型的精度便可以提高其运算结果的精度——例如将 32位的单精度浮点数替

换为 64位的双精度浮点数。然而，对于一类特殊的浮点数运算——精度特定运算 [84]，

本文也称为浮点语义运算——使用更高精度的类型反而会违背程序语义，导致错误结

果。语义解释错误是制约测试预言生成的核心因素。本工作从浮点数程序的语义解释

入手，建立兼容实数运算语义与浮点运算语义的语义模型，对其进行自动检测与修复，
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生成高质量的测试预言。

浮点语义运算是一种被设计为特定于浮点数类型的运算，其语义仅在特定的浮点

数精度类型下成立。例如，以下代码是从 GNU C Library（glibc）中简化而来：

1 double round(double x) {
2 double n = 6755399441055744.0; // n = 3<<51;
3 double y = (x + n) - n;
4 return y;
5 }

浮点数不能准确地表示所有的实数，所以浮点数的计算结果和数学表达式的计算结果

不一定相同。如果运行上述代码，当输入值 x = 3.7时，返回值 y = 4。这是由于在这

个计算中，n是一个非常大的数字。当比较小的 x 与 n相加时，x 的部分位数会丢失。

事实上，上述代码的目的并不是得到准确的 x，而是为了能够将 x四舍五入。在设计精

妙、融合了各种数值计算技巧的各类数学函数库（例如 glibc）中，此类运算大量存在，

旨在高效的完成各类运算操作。

如果使用更高的精度来计算，那么 y的结果会得到（或接近）3.7。然而，该操作

却事实上违背了原始程序的语义，使得运算结果错误。在该代码中，n的值是一个特定

值（magic number），是特意为 64位浮点数类型设计的用于四舍五入的常数。如果直接

将浮点数精度提升为更高精度，该常数就无法再起到四舍五入的作用。上述运算即为

一个浮点语义运算——运算语义特定于浮点数类型，而无法使用实数运算语义解释的

运算。

在解决语义解释错误带来的困难中，有三个关键性的挑战：

• 建立语义模型。由于实数运算语义不足以支撑对浮点数程序的理解，基于实数

运算语义的精度调整会导致语义解释错误，进而导致测试预言错误。因此需要

建立一个支持浮点运算的语义模型；

• 语义检测方法。在上述模型下，如何区分浮点数程序运算的语义类型；

• 精度调整方法。如何利用上述语义模型，在提升精度执行的同时，避免语义解

释错误带来的影响。

对于语义模型问题，本工作建立了一个轻量级的兼容语义模型，该模型可以对浮

点数运算进行分类，对于符合实数运算语义的运算，使用实数语义进行解释；对于不

符合实数运算语义的运算，则使用浮点运算语义对其进行解释。

对于语义检测方法，本工作提出了基于统计的方法对运算进行检测与划分。由于

浮点数误差的稀疏性，其仅在极少数输入下会产生大的误差，而如果出现语义解释错

误，则其表现为始终产生大的误差。因此本文设计了一套基于统计的启发式规则，根

据每个运算在实数语义解释下出现误差的概率，检测其真实的语义。
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对于精度调整方法，本工作提出了在实数语义运算上提升精度，在浮点语义运算

上还原精度的策略。在保证语义解释正确的同时，使用精度调整的方法得到更准确的

运算结果。

本工作基于兼容语义模型，对程序进行语义检测与精度调整，生成高质量的浮点

数测试预言，作为高质量的搜索目标函数，解决未知性问题。

1.5.2 基于搜索的浮点数黑盒测试用例生成技术

在第 1.3.2.2节中已经介绍，已有针对浮点数误差问题的测试用例生成技术效果不

好，在实践中的可行性不高。这是由于已有技术普遍使用经典的启发式搜素算法，并

未针对浮点数的数据结构特点以及误差的行为进行分析优化，导致其对浮点数显著误

差的检测效果不好。

为了提高在黑盒——即源代码不可见——场景中的测试效果，本文对浮点数数据

结构特点与误差行为进行了深入分析。浮点数的数据结构由符号位、指数位和尾数位

三部分组成。本文发现，在浮点数运算中，各个结构对浮点数误差的影响方式是完全

不同的。浮点数的各个结构通过以下方式影响结果的误差：

• 第一是指数位的值的大小。因为指数位的值是决定整个浮点数大小的主要因素，

在指数位相同的情况下，无论怎样修改尾数位，该浮点数的值都不会与原来的

值相差一倍以上。所以，只有当指数位为特定的值时，浮点数才可能会进会导

致显著误差的范围。

• 第二是尾数位各个位（bit）之间的组合。由于浮点数使用“向偶数舍入”的舍

入方式，该方式会将结果舍入为最接近且可以被浮点数表示的值，且当存在两

个数一样接近的时候，则取其中的偶数（在二进制中以 0结尾的）进行舍入。在

这种舍入方式下，只有当舍入的误差不能相互抵消时才会产生大的误差。所以，

只有当尾数位的各个位之间以特殊的方式组合时，才会使得舍入误差不能相互

抵消，进而产生显著的误差。

通过以上发现，本工作提出一种特定于浮点数误差问题的层级混合粒子群算法，用

于检测浮点数程序的显著误差问题，生成测试用例，应用于源代码不可见的黑盒测试

场景。

粒子群算法是一种启发式算法，其基于模拟自然界动物的运动特点而提出，通过

群体的信息共享提供演化信息，进而解决最优化问题 [36]。粒子群算法的本质是一种基

于群体的全局搜索方法，它能在搜索过程中自动获取和积累关于搜索空间的信息，并

自适应的控制搜索过程，以求得全体最优解。

由于粒子群算法的可定制性，本文设计了一种特定于浮点数误差问题的层级混合

粒子群算法。该工作对搜索过程进行层级处理，在第一层级中针对浮点数的指数位，搜
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索可能触发显著误差的区域；在第二层级中针对浮点数的尾数位，在子区域内进行局

部搜索，找到会触发显著误差的输入。该工作通过在不同层级设定不同的搜索方向，使

用特定的距离定义、速度计算、群体更新等操作，充分利用了浮点数数据结构中的不

同组成部分对于误差的不同影响方式，显著提高了搜索算法的效果。

通过该方法，可以在巨大的搜索空间中得到一个有效的全局搜索算法，得到一种

高效的检测浮点数程序的显著误差问题的测试用例生成技术。该工作在黑盒测试的场

景下作为搜索算法解决稀疏性问题。

1.5.3 基于搜索的浮点数白盒分析技术

由于浮点数误差的未知性，大量测试和分析工作都依赖于高质量的测试预言来判

断误差的大小。而即使在高质量测试预言存在的情况下，其运行效率仍然不高，得到

测试预言的开销往往比原始程序的运算开销高数千倍 [55]。因此，本文试图根据浮点

数程序内在的数学性质，提出一种不依赖于测试预言的分析技术，对浮点数误差进行

白盒分析。该白盒分析技术应用于源代码可见的场景中。

该工作基于对浮点数运算中对误差的引入，传播，及放大过程的深入分析和理解，

使用数值分析中的状态函数概念对误差进行分析，从而可以避免在分析过程中使用开

销昂贵的测试预言计算误差。状态函数测量了一个数学函数的敏感性，即测量输入参

数的微小变化会导致多少输出的变化。并且，该工作通过研究一系列浮点数原子操作，

例如 +，−，sin，log等操作上的状态函数，提出了原子状态函数这一概念，用于高效

的进行浮点数误差分析。

该工作深入探究了原子状态函数对于浮点数误差的影响，通过原子状态函数构建

了误差的生成及传播模型，并进一步通过该模型解释原子状态函数在浮点数误差中起

到的作用。

该工作具有以下几点核心优势：

• 运行迅速。分析过程不依赖于测试预言，仅在最终结果验证步骤需要测试预言。

由于原子状态函数可以直接在原有精度下得到，因此该分析方法的运行效率很

高。

• 分析有效。相比于直接使用误差作为搜索目标，原子状态函数提供了准确的误

差生成及积累信息。这些信息可以提高对显著误差的搜索效果。

• 提供调试信息。通过原子状态函数可以清晰的得到误差在哪些浮点数运算上生

成及放大，这些信息可以为缺陷定位及缺陷修复等调试工作提供辅助信息。

总体而言，该工作提出了一种新的搜索目标函数，提升了误差分析的运行效率与

搜索效果。该工作在白盒分析的场景下解决稀疏性问题。
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1.6 论文组织

本文章节结构如下：

• 第一章 引言。主要内容包括问题的提出，浮点数背景的介绍，相关研究现状

的探讨，以及本文研究目标和主要创新点的提出。

• 第二章 面向搜索的浮点数测试预言自动生成技术。对于浮点数测试预言生成

问题，本文探究了测试预言生成面临的主要挑战，提出了兼容语义模型，以及

对应的语义解释及精度调整方法，用于自动化生成高质量的测试预言，建立了

广泛适用的搜索目标函数，解决未知性问题。

• 第三章 基于搜索的浮点数黑盒测试用例生成技术。在黑盒场景下，本文探究

了已有搜索算法在检测浮点数显著误差问题上效果不佳的原因，分析了浮点数

类型的数据结构特点及浮点数程序的运算特点，设计了一种特定于浮点数误差

问题的层级混合粒子群算法，提高了搜索显著误差的效果。

• 第四章 基于搜索的浮点数白盒分析技术。在白盒场景下，本文深入探究了浮

点数误差在运算间的引入、传播、及放大过程，提出了基于原子状态函数的误

差累积模型，并以原子状态函数作为新的搜索目标，提升了误差分析的运行效

率与搜索效果。

• 第五章 结论和展望。对本文研究工作进行总结，并展望未来进一步的研究方

向。
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第二章 面向搜索的浮点数测试预言自动生成技术

2.1 引言

测试预言是浮点数程序测试与分析中的重要一环。由于浮点数误差问题的未知性

特点，高质量的测试预言是几乎所有浮点数程序测试与分析工作的前提和保证。在误

差检测 [8, 10, 15, 80] 和浮点数程序验证 [17, 30, 57] 的工作中，需要测试预言来计算

程序运算结果与理想结果之间的误差；在浮点数优化 [18, 53] 的工作中，需要测试预

言来使得运算结果尽可能接近于理想结果。通常而言，已有工作中使用的测试预言生

成工具普遍使用实数运算语义的方式理解浮点数运算。换言之，将浮点数作为实数对

待，将浮点数运算作为实数运算对待。实数运算语义将浮点数程序的语义等价于实数

运算的语义，并使用近似方法计算的实数运算的近似值，作为测试预言。常用的近似

方法即为精度调整，即将浮点数的精度提高。例如将 32位的 float类型替换为 64位

的 double类型，甚至更多位 1的 long double类型等，并认为结果的精度一定会随

着浮点数精度的提高而提高。

然而，浮点数程序中含一类特殊的运算——精度特定运算 [84]，可能会导致高精

度的运算结果出现错误。本文发现，出现错误的根本原因是，此类运算特定于浮点数

类型执行的语义，而上述工具使用实数运算语义对其的解释出现错误。本章从语义解

释的角度进行分析，在下文中将其称为浮点语义运算，以便与实数语义运算进行区分。

具体而言，浮点语义运算是一种被设计为特定于浮点数类型的运算，其语义仅在特定

的浮点数精度类型下成立。该类运算广泛存在于各类基础运算库中，用于提高基础运

算库的运算效率和运算精度。例如，在 GNU C Library（glibc）运算库的 exp中函数中

一个样例：

1 double round(double x) {
2 double n = 6755399441055744.0; // n = 3<<51;
3 double y = (x + n) - n;
4 return y;
5 }

该函数的语义为：将变量 x 近似舍入为最近的整数，并返回舍入后的结果。在这段代

码中，变量 n的值是一个为 64位浮点数特殊设计的魔术值（magic number）。在第 3行

语句中，计算 x 与 n的和时，由于结果的绝对值过大，小数部分将被舍入；当结果减

1 C语言标准中，只规定 long double类型的精度必须高于 64位的 double类型，并未规定其具体精度。在 x86
架构下，通常编译器将其实现为 80位精度的浮点数。在不同架构及不同编译器下，long double的精度亦有
不同。
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去 n时，便可以得到 x 被舍入后的结果。由于上述操作是浮点语义运算，使用实数运

算语义并不能正确的解释该运算的语义。不同语义下的解释如下：

• 实数运算语义：如上文所述，实数运算语义将浮点数作为实数对待，因而该函

数的语义被解释为计算 x + n − n，在实数上即等价于直接返回 x的值；

• 浮点运算语义：返回将 x舍入为最近的整数的值。

如果使用实数运算语义理解上述代码，便会得到错误的结果。例如，在已有的误差检

测工作中 [8, 10, 15, 80]，普便使用精度调整的方法来直接计算测试预言。使用精度调

整的方法计算上述函数时，例如使用 long double类型替换其中的 double类型，将

会使得代码中的魔术值 n失去舍入的作用，从而导致函数的运算结果返回原始的 x 的

值，进而导致测试预言的计算错误，影响误差检测的有效性。

为了解决语义解释错误导致的上述问题，得到正确且准确的测试预言，一个直接

的方式是拓展已有的实数运算语义，使其支持解释浮点语义运算。例如，将上文中的

例子解释为“将 x舍入为整数”而不是“计算 x + n − n”。然而，直接拓展实数运算语

义有以下几点困难：

• 第一，检测困难。找出所有的浮点语义运算很困难。由于浮点语义运算的形式

并不固定，上文中所展示的样例只是一种浮点语义运算，其他类型的浮点语义

运算可能包括加减特定的常数，对浮点数进行位运算等等。穷举所有的浮点语

义运算类型并不现实；

• 第二，解释困难。即使找出了所有的浮点语义运算，将其解释为实数运算语义

仍然十分困难。解释浮点语义运算需要理解代码背后的深层次含义，并将其对

应到正确的实数语义上。例如，对于上文中的样例，需要将其解释为舍入操作

而不是加减一个常数。这一步往往依赖专家知识（expertise），无法自动完成；

• 第三，定义困难。由于浮点语义运算的语义并非由语法直接决定，必须对浮点

数程序中的相关变量进行数据流分析才可能得到正确的语义及解释。该方法的

复杂性导致了显式的定义及解释其语义变得十分困难。

基于以上几点直接拓展实数语义的困难，本章提出了一种轻量级的兼容语义模型，

可以同时支持实数运算语义及浮点运算语义，并基于该兼容语义模型构建自动化的测

试预言生成工具 PsoHunter。本文发现，当使用精度调整的方法执行浮点数程序时，如

果使用实数运算语义，其高低精度类型的运算结果将产生显著的偏移；而使用兼容语

义模型进行精度调整时，高低精度类型的运算结果将会在统计意义上保持较小的偏移。

基于上述发现，PsoHunter可以对浮点数程序进行语义识别，并使用兼容语义模型，保

证程序原始语义不被破坏，自动化的计算高质量的测试预言。

本章的主要贡献点如下：

• 提出了兼容语义模型，避免实数语义对浮点数程序的错误解释；
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• 提出了基于兼容语义模型的测试预言生成工具 PsoHunter，自动生成高质量的

测试预言；

• 实验评估结果表明了本章方法有效性；

• 自动生成的测试预言作为高质量的搜索目标函数，成为基于搜索的浮点数程序

误差测试与分析的基石技术，解决浮点数误差的未知性问题。

本章的组织结构如下：第 2.2节介绍了实数运算语义及兼容语义模型；第 2.3节介

绍了基于兼容语义模型的测试预言生成方法 PsoHunter；第 2.4节介绍了 PsoHunter

对应的工具实现；第 2.5节包含了实验设计以及实验结果分析；第 2.6节对本章工作进

行了总结和讨论。

2.2 实数运算语义与兼容语义模型

本节介绍了实数运算语义，以及基于实数运算语义的浮点数测试预言生成工具

FpDebug [10]。然后讨论浮点运算语义是如何影响此类工具，使其产生错误的语义解

释，进而产生错误的测试预言。最后提出可以同时处理实数运算语义和浮点运算语义

的兼容语义模型，成为测试预言生成工具的基础模型。

2.2.1 实数运算语义

实数运算语义的定义如下：将浮点数程序中的所有浮点数运算都解释为对应的实

数运算的语义。大量已有工作都使用实数运算语义解释浮点数程序 [8, 10, 15, 80]。FpDe-

bug [10]即为其中的一个代表工作。本节将使用 FpDebug作为样例，展示基于实数运

算语义的方法如何对浮点数程序进行分析。

FpDebug 是一种基于精度调整的动态分析工具。对于浮点数程序的每一次执行，

FpDebug 可以得到其高精度的运算结果，即测试预言。其他基于实数运算语义的工作

与 FpDebug具有类似的原理，因此本文选择 FpDebug作为介绍样例。

FpDebug在二进制代码级别对程序进行插桩，从而实现精度调整的功能。FpDebug

的技术细节如下：

浮点数变量

对于堆（heap）和栈（stack）上每一个可被浮点数变量访问的内存地址，FpDebug

自动的生成一个该内存地址对应的影子值（shadow value）。影子值通常是一个高精度

的浮点数类型，例如由高精度浮点数库MPFR [25]提供。在实数运算语义的定义中，更

高精度的浮点数总是更接近准确的结果（即实数运算的结果），因此影子值被用于表示

精确的运算结果。
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浮点数运算

对于每一个浮点数运算，包括一元运算 u = ⋄v1（例如 u = sin v1）及二元运算

u = v1 ◦ v2（例如 u = v1 + v2），FpDebug首先查找 v1及 v2对应的影子值是否存在。若影

子值存在，则使用对应的高精度影子值进行相同的运算，并将高精度结果储存在 u 对

应的影子值中；若 v1 或 v2 影子值不存在，则使用对应的 v1 或 v2 的值对其影子值进行

初始化，然后重复同样的高精度运算与储存。

分支处理

对于分支条件，原始值和影子值有可能导致不同的运算分支。为了保证影子值和

原始值的同步运算及比较，FpDebug总是选择进入原始值导向的运算分支。

通过上述方式处理浮点数变量与浮点数运算，FpDebug 即可获取最终运算结果的

影子值，并认为结果的影子值即为整个浮点数程序的精确运算结果。可以看到，FpDebug

使用的是实数运算语义对浮点数运算进行理解。每个浮点数运算都被解释为实数运算，

因而可以使用不同精度的浮点数类型进行运算。同理，每个浮点数类型也被解释为实

数，因而可以使用不同精度的浮点数进行表示。上述样例即为实数运算语义的一个具

体实现。

2.2.2 浮点运算语义导致的解释错误

本节将讨论浮点数程序与实数运算语义的不兼容性，即浮点运算语义是如何导致

基于实数运算语义的工具对程序作出错误的解释。图 2.1 概略的展示了浮点运算语义

导致的解释错误。

图 2.1 浮点运算语义导致的解释错误

本节将使用两个程序样例进行分析。第一个样例即为在第 2.1节中讨论的程序。
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1 double round(double x) {
2 double n = 6755399441055744.0; // n = 3<<51;
3 double y = (x + n) - n;
4 return y;
5 }

如第 2.1节所讨论，该程序的目标是将输入 x舍入至最接近的整数。然而，如果使用基

于实数运算语义的工具对该程序进行解释，例如上文讨论的 FpDebug，将会得到错误

的结果。FpDebug会对变量 x 与变量 n各创建一个高精度的影子值，并且使用影子值

计算 x + n− n。由于高精度的影子值可以表示更多的精度，因此在加法结果中，x的小

数部分并不会丢失，也不会造成舍入，其运算结果将接与输入的 x 十分接近。与此同

时，我们注意到，在 double精度下执行时，结果将与开发者的期望一致，即在求和时

由于精度不足而被舍入，最终得到 x被舍入后的结果。

第二个样例同样是一种广泛存在于 glibc中的浮点语义运算，该样例从 log函数中

简化而来：

1 union Double2Int {
2 int i[2];
3 double d;
4 };
5 double getSignificand(Double2Int x) {
6 x.d = calc();
7 x.i[HIGH_HALF] = (x.i[HIGH_HALF] & 0xFFFFF) | 0x40000000;
8 return x.d;
9 }

该函数的目标是获取浮点数 d 在下述科学记数法中的小数部分 µ：

µ · 2n = |x.d | µ ∈ [2,4),n ∈ N

例如，当 d = 1.2时，函数将返回 2.4；当 d = 37.6时，函数将返回 2.35：

2.4 × 2−1 = 1.2

2.35 × 24 = 37.6

上述代码的工作原理如下所述。union类型的 Double2Int可以获取浮点数在内存中

的位表示。double类型在内存中的表示有 64位，int类型有 32位，因此用 int[2]

来获取 64位的 double类型所有位。其中，

• x.i[LOW_HALF]表示浮点数 d 中较低的 32位；

• x.i[HIGH_HALF]表示浮点数 d 中较高的 32位。
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变量 LOW_HALF与 HIGH_HALF取 0或 1，由不同架构中的大小端法决定。在上述代码

的第 7行中，通过和 0xFFFFF进行“与”操作，可以保留 x.i[HIGH_HALF]中的尾数

位部分，并删除其中保存的指数位及符号位；通过和 0x40000000进行“或”操作，可

以设置符号位为 0（代表正数），指数位为 1（代表 2的 1次方）。得到的结果即为 µ的

值。

显然，上述所有操作都是特定于 64位的 double类型浮点数的浮点语义运算，将

这些操作直接迁移（或映射）到其他精度上是不现实的，因而无法使用实数语义对其

进行解释。如果想要获得正确语义下的映射，需要手动构建对应的位运算，建立浮点

数至整数的映射，同时手动构建相应的常数，用于替换原始精度下使用的 0xFFFFF和

0x40000000。

当使用基于实数运算语义的工具对该程序进行解释，例如上文讨论的 FpDebug，同

样会得到错误的结果。FpDebug会生成一个浮点数 d的影子值，然而，在上述代码第 7

行执行的并非浮点数运算，而是整数的位运算，因此高精度的影子值并不会同步执行

相同的运算。因此，当函数结束时，原始值经过了第 7行的运算（例如，由输入 37.6

运算成为 2.35），影子值却没有发生任何改变（例如，仍为 37.6）。即，代码第 7行的

语义为浮点运算语义，而当 FpDebug使用实数运算语义对其进行解释时，会错误的将

该运算映射至空运算而导致错误结果。

我们注意到，上述错误是非平凡的（non-trivial），错误并不是由于 FpDebug自身

的缺陷导致的。该错误产生的根本原因是实数运算语义的表达能力有限，无法表达浮

点运算语义。而 FpDebug基于实数运算语义，并不知道应该如何将上述运算映射至高

精度影子值的运算，从而导致了该错误。

由本节的两个样例可以发现，实数运算语义在浮点数程序上的解释错误会产生严

重的问题，进而导致使用相关的测试预言生成工具产生错误的结果。同时，由于理解

浮点运算语义需要大量的专家知识，试图自动化的在实数运算语义模型下表达这些语

义是困难且不现实的。

2.2.3 兼容语义模型

在本章第 2.2.1节中已经讨论，实数运算语义将浮点数程序中的所有浮点数运算都

解释为实数运算，并在精度调整时直接使用高精度类型对其进行映射及替换。然而，由

于浮点数程序中存在特定的浮点运算语义，此类精度调整往往会导致实数语义作出的

解释，进而得到错误的精度调整结果。本小节将提出一种可以同时处理实数运算语义

与浮点运算语义的兼容语义模型，使得基于该模型的精度调整可以作出正确解释浮点

数程序，成为测试预言生成工具的基础模型。

图 2.2 中概略的展示了兼容语义模型的特点。在兼容语义模型下，可以对浮点数

32



第二章 面向搜索的浮点数测试预言自动生成技术

图 2.2 实数语义模型与兼容语义模型

运算进行分类：对于符合实数运算语义的运算，可以使用实数语义对其解释，并进行

精度调整操作；对于不符合实数运算语义的运算，则使用浮点运算语义对其进行解释。

在兼容语义模型下，运算与语义之间的对应关系如下：

• 实数运算语义用于解释大多数浮点数运算：对于浮点数程序中的一般性运算，都

可以使用实数运算语义进行解释，例如 a + b，cos(x)等；
• 浮点运算语义用于解释少数浮点语义运算：对于浮点语义运算，其既可能为浮

点数运算，也可能为其他运算（例如第 2.2.2节中的第二个样例，即为整数的位

运算）。

在基于兼容语义模型的精度调整下，需要对不同语义的运算进行分别处理。对于

符合实数运算语义的运算，提高其类型精度总是可以得到更精确的运算结果，因此可

以使用高精度类型进行执行；而对于符合浮点运算语义的运算，由于其语义在特定的

浮点数精度下实现，因此在执行时需要确保其运算精度符合原始语义要求，即需要进

行精度还原。

2.3 基于兼容语义模型的精度调整工具 PsoHunter

本节介绍本章的核心工作，首先是精度调整工具 PsoHunter的技术概要，然后介

绍精度调整，兼容语义模型下的语义检测，以及兼容语义模型下的精度调整方法。

2.3.1 技术概要

对于一个待分析的浮点数程序，本章的目标是使用兼容语义模型对其进行解释，使

其在精度调整后（即使用高精度浮点数类型）可以得到更准确的运算结果，作为测试

与分析中的测试预言。
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本章基于兼容语义模型，提出了语义解释的划分及标记方法，形成测试预言生成

工具 PsoHunter。图 2.3展示了本章提出的基于兼容语义模型的语义检测与标记流程。

对于给定的浮点数程序，PsoHunter首先使用精度调整的方法对程序中的运算进行语

义检测并划分，得到语义解释划分列表。然后对该列表中的运算进行标记，得到标记

后的浮点数程序。在标记后的浮点数程序上，由于相关运算已被标记为实数语义或浮

点语义，精度调整的方法将可以对运算作出正确的解释，进而可以直接使用高精度浮

点数类型获得高精度的运算结果，即为测试预言。

图 2.3 基于兼容语义模型的测试预言生成流程图

2.3.2 精度调整

精度调整的定义

本文提出的精度调整的定义并不依赖于特定的实数运算语义，因而可以用于不同

的语义以及不同的工具中。精度调整可由如下规则定义：

• L 表示一个集合，由浮点数程序中所有可能包含的指令组成的集合；
• l 表示一个程序指令，形如 l : γ = f (θ1, θ2, . . . , θn)；
• γ为 l 的输出值，γ = out(l)；
• θ1, θ2, . . . , θn为 l 的输入值，θ1, θ2, . . . , θn = in(l)；
• f 为一个函数，计算 l 对应的输入到输出的映射；

• ϕ : L → L为精度调整函数，对于任意的指令 l，精度调整函数会产生对应的高

精度指令 lh 作为输出，且满足 ∀l ∈ L, in(l) = in(ϕ(l)),out(l) = out(ϕ(l))。
例如，对于第 2.2节中提到的第一个样例，其第 3行的计算 (x + n) − n的语句可以

被分解为两个二进制级别的指令 temp=x+n 以及 y=temp-n ，因而精度调整函数会将

其映射至高精度下的相同运算。对于同一节中的第二个样例，其第 7行的语句同样会

被分解为两个指令，由于其并非浮点数运算指令，所以精度调整函数会将其映射至空
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指令，不进行任何高精度下的运算。

基于精度调整的误差计算

根据上述定义，便可以通过比较原始精度和高精度下的运算结果，对每一个变量

所携带的误差进行计算：

• γl = out(l)为指令 l 的原始运算结果；

• γh = out(ϕ(l))为指令 l 的高精度运算结果；

• ϵ 则为该运算结果中所携带的误差：

ϵγ =

����γh − γlγh

����
同理，对于输入的变量 θ，其携带的误差可以被表示为：

ϵθ =

����θh − θlθh

����
例如，对于上文提到的指令 temp=x+n，输出变量 temp中携带的误差可以通过比

较在不同精度执行后的值得到；输入变量 x携带的误差同样可以通过比较不同执行中

的 x得到。

2.3.3 兼容语义模型下的语义检测

在上一节中，本文已经讨论了浮点数程序的语义复杂性。由上述讨论可知，完全

使用实数运算语义解释浮点数程序十分困难，需要依赖于专家知识和手动分析，因而

在实践中不具备可行性。因此，本文提出了兼容语义模型，可以对浮点数程序的运算

进行语义检测，区分其为实数语义还是浮点语义，进而正确的对程序进行解释和精度

调整。本节将讨论如何对浮点数程序的运算进行语义划分。

本节提出的语义检测方法使用启发式规则，基于在精度调整下实数语义运算与浮

点语义运算的不同表现，对其进行语义检测及划分。

给定两个阈值 ζ 和 η，使用与第 2.3.2节中相同的符号表示，基于精度调整的语义

识别规则定义如下：

定义 2.1 (一类浮点语义运算) l 为一个运算，ϵθ 为在一次执行中 l 的输入变量 θ所携带

的最大误差，ϵγ 为在同一次执行中 l 的输出变量 γ 所携带的最大误差。如果 ϵγ/ϵθ > ζ

的概率大于 η，则定义 l 为一类浮点语义运算。

换言之，如果对于多次不同输入下的执行，误差都在 l处被显著放大，则 l很可能无法

使用实数语义进行解释，是一个基于浮点语义的运算。

该启发式规则基于以下两点发现：
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• 第一，浮点语义运算通常符合上述条件。由第 2.2节中讨论可知，如果一个基于

精度调整的工具产生了错误的结果，则其原因一定是实数运算语义对程序进行

了错误的解释。同一节的两个样例已经展示了，浮点语义运算在被错误解释的

情况下，精度调整的运算结果会与原始结果显著不同，因而会造成运算结果携

带显著的误差。

例如，在第一个样例中，程序的原始语义“将 x舍入至整数”被错误解释为“返

回 x”。在这种情况下，除非运算的输入值 x本身是一个整数（对于浮点数而言

概率极小），其他情况下都会导致高精度运算和原始运算结果之间产生误差。在

第二个样例中，程序中第 7行的位运算会被解释为一个空运算，导致 temp的高

精度影子值是一个未初始化的随机值，进而使得在绝大多数情况下，高精度结

果与原始结果之间产生大的误差。

• 第二，实数语义运算通常不符合上述条件。相关工作 [8, 10]指出，在一个普通

浮点运算中产生误差只有两种可能：误差积累与近似相减（cancellation）。误差

积累是指在一系列浮点运算中，误差在运算间不断积累的情况。即使每个运算

可能只产生了较小的误差，积累误差却可能会是一个显著的误差；近似相减指

的是当两个相近的数值相减，或两个符号相反而绝对值相近的数值相加时，会

导致误差被显著放大。显然，误差积累导致的大误差要求一系列运算进行组合，

在单一运算中不会出现。因此，唯一会在单一运算中导致大误差的实数语义运

算是近似相减的情况。

然而，发生近似相减的条件是两个操作数必须足够相近，并且其中至少有一个

变量携带误差。在所有可能的输入空间中，满足条件的成对输入十分罕见。因

此，若一个运算是实数语义运算，那么其不太可能在大量输入下都导致近似相

减，产生显著误差。

在实践中本文发现，上述启发式识别规则的准确率很高，然而对于一类特殊的运

算，该规则会产生假阳性的结果，即将实数语义运算识别为浮点语义运算。这类运算

即为计算误差的运算。在基础运算库中，大量函数在运算的同时会计算误差，用于误

差补偿，返回更准确的结果。给定一个运算 γ = f (θ1, θ2)，浮点数运算结果 γ̂与理想的

实数运算结果 γ 之间通常存在舍入误差。为了让运算结果更加准确，一个常用的误差

补偿方法是增加一个额外运算 g来计算 γ̂携带的误差 ϵγ。

ϵγ = g(θ1, θ2, γ̂)

虽然 γ无法被浮点数准确的表达，但 ϵγ 却可以以浮点数的形式储存误差，因而可以用

于在计算最终结果时进行误差补偿。例如，Dekker提出了一种准确的求和算法 [20]，其
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中就使用了上述方法储存运算的误差（称之为修正项）。

γ = θ1 + θ2

ϵγ = θ1 − (θ1 + θ2) + θ2

此类计算误差并进行误差补偿的方法广泛应用于各类项目中，例如 C语言数学标准库。

为了解决上述假阳性问题，本文进一步提出了一种过滤方法。本文注意到，当一

个变量用于存储误差时，其绝对值通常较小，接近于零。利用这个特点，可以过滤假阳

性的结果。给定三个阈值 σo，σh，和 τ，过滤条件的启发式规则定义如下：

定义 2.2 (二类浮点语义运算) 若 l 为一类浮点语义运算，且同时满足其原精度结果的

绝对值大于 σo 且高精度结果的绝对值大于 σh 的概率大于 τ，则定义 l 为二类浮点语

义运算。

由于二类浮点语义运算在一定程度上解决了上述假阳性问题，是比二类浮点语义

运算更准确的定义。在本节的后续部分，除特殊说明外，将使用二类浮点语义运算作

为检测算法的结果。

基于上文提出的启发式规则，可以构建本文提出的语义检测算法。检测算法由以

下几部分组成：

• 采样。首先使用采样算法生成大量的测试输入，采样点在可行的输入空间中遵

循均匀分布的规则；

• 执行。使用原始精度和高精度分别执行生成的采样输入点。在每个浮点运算中，

按照第 2.3.2节中描述的精度调整方法计算其误差，记录误差及输入输出值；

• 过滤。当执行到某一个运算 l，发现其产生的误差大于定义 2.1 中的阈值 ζ 时，

将其后续语句中所有的记录信息过滤。因为当 l 可能为浮点语义运算的情况下，

后续的高精度运算结果可能产生错误，影响检测精度。

• 检测。根据记录的信息，按照定义 2.2中的规则检测二类浮点语义运算。

在上述语义检测完成后，即可得到基于兼容语义模型的运算与语义类别的映射表。

此映射表将记录浮点运算的语义类别，将其划分为需要实数语义解释或需要浮点语义

解释。

2.3.4 兼容语义模型下的精度调整

本小节将讨论在对所有运算进行语义识别后，如何针对不同类别的语义进行解释

及精度调整，进而得到正确且更精确的运算结果。本文提出的精度调整的核心为，在

符合实数语义的运算上使用精度调整执行（即使用高精度变量同步执行）；在符合浮点

语义的运算上，将其精度还原为原始精度，保证程序的语义正确。
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在此类精度调整及精度还原的策略下，在程序中占绝大多数的实数语义运算将以

更高的精度执行，进而得到更为精确的结果；而占少数的浮点语义运算将维持原始精

度，避免出现语义解释错误导致的错误结果。因此，基于兼容语义模型的精度调整将

比原始结果和基于实数语义模型的精度调整都更准确。

本文注意到，在特定情况下，开发者认为的具有浮点语义的运算可能与语义检测

的标注略有不同，这是由于开发者需要更多的程序上下文信息（context）进行理解所导

致的。例如，在第 2.2节中介绍的第一个样例，包含了两个指令 temp=x+n和 y=temp-n

，通常开发者认为这两个运算都具有浮点运算的语义。然而，本文提出的语义检测算

法只将第二个运算标记为浮点语义运算。接下来，本文将就语义检测的边界确定，以

及不同边界对精度调整结果的影响进行讨论。

为了减少精度调整和精度还原的次数，本文采用起止点的方式标注连续的浮点

语义运算。具体而言，本文引入了两个新的语句 ps_begin (θ1, . . . , θn) 以及 ps_end

(θ1, . . . , θn)，分别用于标记浮点语义运算的开始和结束。

手动标记起止点进行精度调整

开发者可以使用上述两个语句手动标记浮点语义运算的开始点和结束点，其中的

变量 θ1, . . . , θn 是运算中用到的变量，这些变量的精度会在开始点被还原为原始精度，

在结束点重新调整至高精度类型。

自动标记起止点进行精度调整

由于现代程序的复杂性，上述手动标记方法需要大量的人工操作，在实践中并不

是一个高效的方法。因此本文提出一种自动化的标记起止点的方法。在实践中本文发

现，对于连续的浮点语义运算，在运算的全过程中还原精度与在最后一个运算中还原

精度具有相同的效果。例如，对于第 2.2节的第一个样例，如果在执行 temp=x+n的指

令时使用高精度，只在执行 y=temp-n前还原精度，temp的值仍然会被强制舍入，并

可以得到正确的运算结果。由于上文提出的语义检测方法可以正确的检测到浮点语义

运算的最后一个运算，在被检测到的语句前后加上 ps_begin和 ps_end同样可以得到

正确的结果。因此，本章实现了上述的自动标记起止点的精度调整方法。在后续的实

验中，我们发现，通过选取适合的阈值 ζ，上述自动标记的方法可以很好的精度调整效

果。
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2.4 工具实现

本章实现了基于兼容语义模型的精度调整工具 PsoHunter，PsoHunter基于动态

分析工具 FpDebug，可以自动生成高质量的测试预言。

PsoHunter复用了 FpDebug中的精度调整部分，并增加了额外的插入 ps_begin

和 ps_end语句的功能，在运行时调整变量的精度，使其可以对于不同类别的运算进行

精度调整及精度还原。同时，PsoHunter加入了对于非浮点运算的支持，使其可以追

踪浮点数变量的内存使用，即使使用 union或指针对相关内存地址进行非浮点数运算，

PsoHunter仍然可以发现并同步进行相同的精度还原运算。

对于待分析的浮点数程序，PsoHunter将：

• 首先按照第 2.3.3节中的语义检测算法对程序中的运算语义进行标注，将运算划

分为实数语义与浮点语义运算；

• 然后使用第 2.3.4 节中的精度调整算法对浮点语义运算进行标记，标记其起止

点。

在精度调整的执行中，PsoHunter遇到起止点标记则会自动进行精度的还原和提

升，并报告高精度的运算结果，即为测试预言。无需重复进行语义检测及标记。换而

言之，对于一个待分析的浮点数程序，PsoHunter只需执行一次较为复杂的语义检测

和标记的过程，后续每次测试预言的生成便可以通过单次执行标记后的程序完成。

2.5 实验评估

本节分为实验设计和实验结果两个部分。

2.5.1 实验设计

实验对象

本章的实验对象为 GNU C Library（glibc）中的函数。大多数 glibc中的函数包括

float，double，以及 long double三个不同精度类型的版本。其中，每一个特定

精度类型的函数中的输入、运算、及输出三个步骤都使用相同的精度类型完成。对于

绝大多数函数而言，其不同精度版本的具体实现都是相似的，因此本章只使用了其中

类型为 double的版本，共包含 48个函数。这 48个函数涵盖了：

• 三角函数，例如 sin，cos；

• 反三角函数，例如 arcsin，arctan；

• 双曲函数，例如 sinh，cosh；

• 对数函数，例如 log；
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• 指数函数，例如 exp；

• 其他各类常用数学函数。

其中每个数学函数的输入为 1 至 3 个 double 类型的浮点数或整数输入，并且返回

double类型的浮点数或整数作为输入 2。

理想结果获取

本章使用高精度浮点运算库MPFR [25]以及任意精度计算器 [85]计算实验对象的

理想运算结果，以验证本章提出的工具 PsoHunter的高精度修复效果。注意到，MPFR

以及任意精度计算器只支持有限的基础数学函数，包括了本章实验对象中的 21 个函

数，而 PsoHunter支持对任意的浮点数程序进行分析。因此，实验验证本章修复方法

的有效性部分将在这 21 个支持的函数上进行。表 2.1 中列出了这 21 个函数，其中第

一列为函数名，第二列为其数学表达式（用于 MPFR以及任意精度计算器计算理想结

果）。可以看到，这 21个函数都是常用的数学函数。

表 2.1 glibc中包含的数学函数

函数名 数学表达式 函数名 数学表达式

acos arccos(x) exp10 10x

acosh ln(x +
√

x2 − 1) log ln(x)

asin arcsin(x) log2 ln(x)/ln(2)

asinh ln(x +
√

x2 + 1) log10 log(x)

atan arctan(x) log1p ln(x + 1)

atan2 arctan(x/y) pow xy

atanh 0.5 × ln( 1+x1−x ) sin sin(x)
cos cos(x) sinh 0.5 × (ex − e−x)
cosh 0.5 × (ex + e−x) tan tan(x)
exp ex tanh ex−e−x

ex+e−x

exp2 2x

参数选择

在第 2.3.3节中介绍的启发式规则中，共包含 ζ，η，σo，σh，和 τ 五个参数。为

了选取适合的参数，本文在 exp函数上进行了前期实验，前期实验的结果表明，不同
2 本章的实验对象包括 s_fmaf函数，其输入和输出都是 float类型，但是其运算过程全部使用 double类型完
成，因此本章也将该函数纳入实验对象。
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的 ζ 参数对于结果有较为显著的影响，而其他参数则对结果的影响不明显。因此，本

章的实验将选取五种不同的 ζ 值进行实验，分别为 104，106，107，108，1010，而对于

其他的参数则设为固定值，分别为 η = 0.7，σo = 10−9，σh = 10−15，τ = 0.1。

对于第 2.3.3节中介绍的采样步骤，本章的实验设定为，根据函数的定义域大小不

同，每个函数生成 1000至 5000个采样点。

实验步骤

本章实验的由以下几部分组成：

• 首先，在上述实验对象上，通过实验验证第 2.3.3节中提出的语义检测算法的效

果。同时通过实验探究不同的 ζ 参数对于语义检测效果的影响；

• 第二，在上述实验对象上，通过实验验证第 2.3.4节中提出的自动标记起止点的

精度调整算法的效果。通过与手动标记的结果进行比较验证自动修复算法的有

效性；

• 第三，在上述实验对象上，通过实验验证本章提出的方法作为测试预言生成工

具，与已有工具效果的比较。

2.5.2 实验结果

本小节将介绍实验评估的结果。本节内容与上述实验步骤相对应，分别为：

• 兼容语义模型下的语义检测算法的有效性；

• 兼容语义模型下的精度调整算法的有效性；

• PsoHunter作为测试预言生成工具的有效性。

兼容语义模型下的语义检测算法的有效性

在 48个实验对象函数中，本章提出的工具 PsoHunter可以在 25个函数中检测到

浮点语义运算。表 2.2 中列出了包含浮点语义运算的函数以及其中浮点语义运算的个

数，共检测到 153个浮点语义运算。由于同一个内部函数可能被不同的实验对象重复

调用，导致重复检测的情况，在进行去重处理之后，共有 48个浮点语义运算。

该实验结果表明，浮点语义运算广泛存在于在 C语言标准库中，其中超过一半的

函数运算包含至少一个浮点语义运算。由于 C语言标准库中的函数几乎是所有数值运

算程序的基础，任何调用这些函数的浮点数程序都将受到浮点语义运算的影响。

对于不同的 ζ 参数，PsoHunter识别为潜在浮点语义运算的数量也会有不同。对

于识别到的潜在浮点语义运算，其有可能是真实的浮点语义运算，从而需要对其进行

处理与修复；也可能是假阳性结果，即实际为实数语义运算。由于实数运算可以使用

精度调整的方式执行，对其进行特定的修复可能会导致结果的精度损失（但不会导致

41



北京大学博士研究生学位论文

表 2.2 实验对象包含的浮点语义运算

函数名 个数 函数名 个数 函数名 个数

acos 1 acosh 1 asin 3
asinh 1 atan 2 atan2 4
cos 11 cosh 2 erf 2
erfc 2 exp10 2 exp2 1
exp 2 gamma 1 j0 17
j1 17 lgamma 1 log 1
pow 7 sin 15 sincos 22
sinh 2 tan 2 y0 17
y1 17

错误的结果）。表 2.3中展示了不同的 ζ 参数对于检测效果的影响，表中包括了不同参

数下检测到的潜在浮点语义运算的个数，准确率，以及回调率。

表 2.3 不同阈值 ζ 对检测效果的影响

ζ 参数 104 106 107 108 1010

一类浮点语义运算 142 130 129 121 113
准确率 33.80% 36.92% 36.43% 37.19% 36.28%
回调率 100% 100% 97.92% 93.75% 85.42%

二类浮点语义运算 78 64 61 54 48
准确率 61.54% 75.00% 77.05% 83.33% 85.41%
回调率 100% 100% 97.92% 93.75% 85.42%

在表 2.3中可以看到，对于潜在浮点语义运算的识别结果，二类结果显著优于一类

结果。二类浮点语义运算可以将准确率显著提升，同时没有任何回调率的损失。实验

结果表明定义 2.2 （二类浮点语义运算的定义）中使用的过滤条件可以显著提升语义

检测算法的效果。

在表 2.3中可以看到，PsoHunter的语义检测算法具有较高的准确率和回调率。在

ζ 选取合适的情况下，回调率可以达到 100%，意味着该检测算法有能力检测到所有的

浮点语义运算。通过手动分析假阳性结果，本文发现，其产生的原因是由于一些分支

较难被覆盖，通常只有几个采样点可以覆盖相应的运算。而在只有较少采样点的情况

下，判断误差出现的概率是十分困难的，其通常不具备统计学意义上的显著性。同时，

本文发现，不同的参数 ζ 对于结果有较为显著的影响，ζ = 106时的实验结果完全优于
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ζ = 104的结果，二者具有相同的回调率，同时 ζ = 106具有较高的准确率。

本文发现，对于浮点语义运算，假阳性结果会导致精度损失；而假阴性结果会有

更严重的危害，其会因遗漏而产生错误的运算结果。因此，检测算法应保证较高的回

调率。在下一节中，会进一步探究精度调整方法的有效性，以及不同语义检测的结果

对于精度调整效果的影响。

兼容语义模型下的精度调整算法的有效性

为了探究 PsoHunter 的精度调整算法的有效性，本文在可以获取理想结果的 21

个函数上分别验证了精度调整前后的平均误差。表 2.4中列出了 PsoHunter的精度调

整结果。表中同时包含不同 ζ 参数的检测结果对于精度调整效果的影响。表 2.4 不包

含 ζ = 104的结果，因为表 2.3中的结果表明，ζ = 104时的检测结果全面劣于 ζ = 106。

根据上文分析，越低的准确率会导致越多假阳性运算被还原至原始精度执行，因

而可能会导致结果的精度下降；越低的回调率会导致越多的假阴性运算（没有被发现

的浮点语义运算）在高精度下执行，导致错误的结果。这两点因素都有可能对精度调

整的效果产生影响。同时，如第 2.3.4节中所讨论，浮点语义运算起止点的标记也可能

对修复结果产生影响。

表 2.4中将精度调整前平均误差大于 10−3的函数高亮显示。在表中可以看到，Pso-

Hunter 精度调整后的平均误差显著低于修复前的平均误差。证明了 PsoHunter 修复

算法的有效性。

根据表 2.4 可以发现，随着 ζ 的增大，检测准确率的提升对于精度调整效果的提

升不明显。同时，随着 ζ 的增大，检测回调率的下降会对精度调整效果产生影响，例

如 pow函数。表 2.4的结果基于第 2.3.4节中的自动标记起止点的算法，实验结果表明，

自动标记起止点的精度调整方法能有效的避免语义解释错误产生的影响，提高运算结

果的准确性，是一种有效的精度调整方法。

PsoHunter作为测试预言生成工具的有效性

已有工作 [8, 80]使用精度调整的方法获取测试预言，对浮点数程序进行测试。然

而，错误的测试预言会导致错误的测试结果。本章对上述论文中的结果进行检查，并

使用 PsoHunter作为测试预言生成工具，重新运行相关实验，本文发现了已有工作中

的错误实验结果。

表 2.5中结果显示，PsoHunter作为测试预言生成工具，发现了上述工作之一 [80]

的三个实验结果为错误结果，并且其错误产生的原因是测试预言生成工具的缺陷。Pso-

Hunter发现了上述另一篇工作 [8]包含一个错误结果。注意到，由于第二篇工作未在

论文中汇报具体输入，无法直接对该结果进行验证。为了确认这个输入为错误输入，本
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表 2.4 精度调整结果（误差越小越好），带有 *标记的函数为包含浮点语义运算的函数

函数名 修复后平均误差 修复前平均误差

ζ = 106 ζ = 107 ζ = 108 ζ = 1010

acos∗ 1.6106E-19 1.6106E-19 5.8999E-11 9.7265E-20 9.7265E-20
acosh∗ 1.0333E-17 1.0333E-17 1.0333E-17 1.0333E-17 5.5122E+04
asin∗ 2.0898E-19 2.0898E-19 2.0898E-19 2.0898E-19 2.0898E-19
asinh∗ 1.3004E-17 1.3004E-17 1.3004E-17 1.3004E-17 7.5351E+03
atan2∗ 1.3947E-18 1.3947E-18 1.3947E-18 1.3947E-18 1.3947E-18
atan∗ 4.0231E-19 4.0231E-19 4.0231E-19 4.0231E-19 4.0231E-19
atanh 3.3868E-17 3.3868E-17 3.3868E-17 3.3868E-17 3.3868E-17
cos∗ 6.0255E-19 2.3145E-21 2.3145E-21 2.3145E-21 2.5843E-03
cosh∗ 4.2901E-22 4.2901E-22 4.2901E-22 4.2901E-22 9.5417E-07
exp10∗ 8.4842E-23 8.4842E-23 8.4842E-23 8.4842E-23 1.2630E-06
exp2∗ 6.0300E-20 6.0300E-20 6.0300E-20 6.0300E-20 3.2491E-04
exp∗ 1.9083E-25 1.9083E-25 1.9083E-25 1.9083E-25 9.5402E-07
log10 8.1172E-18 8.1172E-18 8.1172E-18 8.1172E-18 8.1172E-18
log1p 1.2697E-17 1.2697E-17 1.2697E-17 1.2697E-17 1.2697E-17
log2 6.3510E-18 6.3510E-18 6.3510E-18 6.3510E-18 6.3510E-18
log∗ 8.6195E-21 8.6195E-21 8.6195E-21 8.6195E-21 1.0916E+01
pow∗ 2.5147E-16 2.5147E-16 1.6663E-08 1.6663E-08 8.8444E-07
sin∗ 7.7354E-21 7.7354E-21 7.7354E-21 7.7354E-21 4.2733E-02
sinh∗ 1.7909E-17 1.7909E-17 1.7672E-17 1.7672E-17 5.3316E-07
tan∗ 1.7135E-17 1.7135E-17 1.7135E-17 1.7135E-17 1.4335E+13
tanh 2.5412E-19 2.5412E-19 1.6890E-19 1.6890E-19 1.6890E-19

文对其进行了手动分析。结果表明，equake函数调用了 sin与 cos函数，这两个函数

都包含浮点语义运算，并且该工作使用了精度调整的方法获取测试预言，因而很可能

汇报了错误的测试预言结果。进一步的，本文对该函数的进行了大量测试，发现其无

法产生显著的误差，确认了上述结果是其使用的错误的测试预言所导致的。

总体而言，本章对已有的两篇误差检测工作进行分析，发现两篇工作中共具有四

个由于测试预言错误导致的检测错误。由于测试预言的基础性和重要性，其他工作只

要应用了错误测试预言生成工具，也很可能导致错误的结果。

本章实验结果表明，PsoHunter可以作为高质量的测试预言生成工具，成为浮点

数的测试与分析相关工作的前提和保证。
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表 2.5 测试预言生成有效性

函数名 基于实数语义得到的测试预言 PsoHunter生成的测试预言

exprel_2 2.85E+00 5.25E-12
synchrotron_1 5.35E-03 2.24E-13
synchrotron_2 3.67E-03 5.97E-15

equake around 5.00E-01 n/a

2.6 讨论与小结

测试预言生成是浮点数程序测试与分析的重要一环，也是相关工作的前提和保证。

由于浮点数程序语义的复杂性，已有测试预言生成工具无法对程序进行正确的解释，进

而会产生错误的结果，影响后续的所有相关工作的质量和有效性。

本章提出了一种轻量级的兼容语义模型，以及基于此模型的高质量测试预言自动

生成工具 PsoHunter，该工具可以自动对浮点数程序进行语义检测和精度调整，生成

正确且准确的测试预言。实验结果表明，PsoHunter的语义检测和精度调整算法是有

效的，测试预言生成结果准确可靠。同时，PsoHunter作为测试预言生成工具发现了

已有工作中的错误结果。

本章提出的测试预言生成工具在本文中作为高质量的搜索目标函数，成为基于搜

索的浮点数程序误差测试与分析的基石技术，解决浮点数误差的未知性问题。
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第三章 基于搜索的浮点数黑盒测试用例生成技术

3.1 引言

浮点数测试用例生成是浮点数程序测试与分析中的关键步骤。由于浮点数误差问

题的稀疏性特点，找到一个能触发显著误差的测试用例是十分困难的 [8]。然而，无论

是开发者手动修复，还是自动化工具修复浮点数误差 [53, 77]，都首先依赖于一个能够

触发显著误差的测试用例。因此，一个高质量的浮点数测试用例生成工具是十分重要

且必要的。

由于控制浮点数误差的重要性，已有相关工作对浮点数误差进行测试和分析，然

而，这些工作并未解决稀疏性问题。例如第 1.3.2.1节中介绍的通过静态分析的方法来

预估浮点数程序误差上界的工作。此类方法由于静态分析自身的局限性，计算得到的

上界仅仅是实际误差的一个宽松的上界。即使在最新的研究成果中 [17]，计算出的上

界仍然比实际的误差大几个数量级，在某些情况下甚至会得到“无穷大”这一没有意

义的上界。这样过于宽松的上界限制了相关工作在实践中的应用：即使计算出了一个

大的误差上界，该工作仍不确定浮点数误差问题是否真实存在于待测程序中。已有工

作表明 [8]，只有极少数测试用例能够触发显著的浮点数误差。因此，手动构建触发误

差的测试用例极其困难，进而导致此类误差上界分析的工作在实践中的应用受到很大

的限制。

部分工作试图解决稀疏性的问题，生成会触发显著误差的测试用例。如第 1.3.2.2节

中介绍的相关工作 [15, 26]。此类工作直接将已有的搜索或采样方法应用于浮点数误差

问题，例如二分搜索或马尔可夫蒙特卡洛方法（MCMC），以此来生成测试用例。然而，

相关方法并未针对浮点数的数据结构特点以及误差的行为进行调整。实验表明，此类

方法对误差的检测效率不高，其搜索方法无法发现有效的测试用例，依然受到稀疏性

问题的制约。

为了提高在黑盒——即源码不可见——场景下的测试效果，本章对浮点数的数据

结构特点和误差的表现进行了深入分析。本章发现，浮点数的数据结构的不同组成部

分——符号位、指数位、及尾数位——对浮点数运算结果的误差造成的影响是截然不

同的。不同组成部分通过如下方式影响误差的分布：

• 指数位通过其值的大小影响误差的分布。由于指数位的值是浮点数的值的主要

决定因素，任何两个指数位相同的浮点数的值相差都在两倍以内。因此，只有

当指数位取特定的值时，浮点数测试用例才可能进入导致显著误差的范围。

• 尾数位通过其位（bit）之间的组合影响误差的分布。由于浮点数使用“向偶数
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舍入”的方法进行舍入。该方法会将任何数值舍入为最接近的可被表达的浮点

数；当两个浮点数与待舍入数值一样接近的时候，则舍入至其中的偶数（在二

进制中以零结尾浮点数）。这一舍入方式在数学期望上，可以使得产生的误差互

相抵消，降低误差不断累积的可能性。在这种舍入模式下，只有当舍入的误差

无法相互抵消时才会产生大的误差。因此，只有当尾数位的各个位之间以特殊

方式组合时，舍入误差才无法相互抵消，进而产生显著的误差。

通过以上发现，本章提出了一种特定于浮点数误差问题的搜索算法 HierHybrid，

并基于该算法提出了黑盒场景下的浮点数测试用例生成技术，用于检测显著的浮点数

误差。

在最优化算法及搜索算法中，可以根据其在搜索过程针对个体和群体的不同分为

两类算法，即基于个体的搜索算法和基于群体的搜索算法 [22]。基于个体的搜索算法

从搜索空间的单一节点出发，尝试寻找最优解 [1, 72]。此类算法具有较强的邻域搜索

能力，收敛速度较快，但是对于全局搜索的能力较弱，易陷入局部最优解。基于群体的

搜索算法从搜索空间的多个节点出发，反复进行迭代，节点之间可以共享关于搜索空

间的信息与知识 [36, 40]。基于群体的搜索算法具有较强的全局搜索能力，相对于个体

搜索算法，此类算法收敛速度更慢。同时，由于其在搜索过程中侧重于全局的位置信

息，对邻域的搜索能力较差，易收敛于近似最优解或次优解。

针对浮点数误差问题，为了充分利用浮点数类型的数据结构特点，本章提出了一种

基于粒子群的层级混合搜索算法（Hier-Hybrid PSO，HierHybrid）。HierHybrid算法采

用两层搜索结构，分别对应处理浮点数结构中的指数位和尾数位的搜索策略。在第一层

级的搜索中，目标为对浮点数空间进行全局的群体搜索，找到可能会触发显著误差的可

疑指数位的数值；在第二层级的搜索中，目标为在可疑指数位数值下进行局部的个体搜

索，找到会触发最大误差的尾数位的位向量，并将指数位与尾数位合并，最终找到会触

发显著误差的浮点数测试用例。通过在不同层级中使用不同的搜索策略，HierHybrid

可以充分利用浮点数中不同的数据结构对误差的影响方式，大幅提高搜索算法对浮点

数误差的检测能力与检测效果。

综上所述，本章提出的 HierHybrid算法是一种（1）适应大搜索空间（2）适应稀

疏搜索目标（3）搜索效果好的全局搜索算法。基于该算法，本章进一步形成了一种高

效的检测浮点数误差问题的测试用例生成技术。

本章的主要贡献点如下：

• 进行了一项实证研究，探究浮点数中不同组成部分对于结果中误差的影响；

• 基于上述实证研究的结果提出了一种特定于浮点数误差问题的层级混合粒子群

算法 HierHybrid；

• 用上述算法在黑盒场景下生成高质量的浮点数测试用例；
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• 实验评估结果表明了本章方法的有效性；

• HierHybrid在黑盒场景下，成为基于搜索的浮点数程序误差测试与分析的关键

技术，解决浮点数误差的稀疏性问题。

本章的组织结构如下：第 3.2 节介绍了黑盒测试的应用场景和特点；第 3.3 节介

绍了浮点数的结构特点以及不同结构对误差的影响方式；第 3.4 节介绍了本章提出的

HierHybrid算法以及黑盒场景下测试用例生成的方法；第 3.5节包含了实验设计以及

实验结果分析；第 3.6节对本章工作进行了总结和讨论。

3.2 黑盒测试场景及特点

一般而言，程序测试的方法可以按照其场景被分为黑盒测试（black-box testing）和

白盒测试（white-box testing） [52]。黑盒测试又被称为功能测试，其主要关注程序的行

为是否与预期或规约（specification）一致。在黑盒测试中，通常将待分析的程序看作

一个整体：

• 不考虑程序的内部结构和内部特性；

• 不需要（或不具有）程序的源代码和专业知识（expertise）；

• 只关注程序的输入、输出、和程序功能。

黑盒测试——即源代码不可得——是程序测试中的常见场景。例如，待测试的程

序包含或调用了编译后的二进制库（例如 jar 包，.so 类型的库等）。同时，在实践中，

开发者或自动化工具也并非支持所有的编程预言，因而对于不被支持的源码，也只能

进行黑盒测试。因此黑盒场景在实践中是广泛存在的一类测试场景。

对于本文面对的浮点数误差问题，黑盒测试的场景对应着浮点数程序源代码不可

见的场景。在该场景下，本章讨论的测试与分析技术只考虑浮点数的输入、输出、及

运算结果所携带的误差。

由于已有技术直接应用了其他黑盒测试的算法，而没有考虑浮点数误差问题的特

点和性质，导致已有的工作在黑盒场景下的对浮点数误差的检测效果不好，无法发现

潜在的误差问题。

为了提高黑盒场景下的测试效果，本章将对浮点数的数据结构特点和误差表现进

行深入讨论，并基于浮点数误差特点，提出了一套基于搜索的浮点数黑盒测试用例生

成技术，用于在黑盒场景下对浮点数误差问题进行测试。

3.3 浮点数结构及对误差的影响

本节将介绍浮点数的结构特点，以及讨论对于运算结果中的误差，浮点数中不同

的结构可能对其产生不同方式的影响。然后通过一个具体的样例来讨论误差产生的特

49



北京大学博士研究生学位论文

点以及与浮点数结构之间的关系。

3.3.1 浮点数结构特点

浮点数（F）表达了一系列不连续的有理数（Q），任何实数（R）都可以被舍入至

最接近的浮点数进行表达。浮点数、有理数、与实数的关系如下列公式所述。

F ⊂ Q ⊂ R

本文在第 1.2.1节中已经对浮点数的结构进行了详细介绍。整体而言，浮点数的结

构由符号位，指数位（幂数），与尾数位（有效数字）三部分组成，其表达的值由有效

数字乘以幂数得到，类似于科学记数法的形式。对于一般情况，浮点数表达的数值由

如下公式定义：

(−1)S × T × 2E

其中，S表示符号位的值，E 表示指数位的值，T 表示尾数位的值。该样例简略的展示

了浮点数结构的表达形式，具体的 E、T 的计算方法在第 1.2.1节已有详细讨论，本节

不再赘述。

常用的浮点数类型有 32位的 float类型和 64位的 double类型。这两种类型的

浮点数结构如表 3.1所示。

表 3.1 常用的浮点数结构

符号位 指数位 尾数位

float类型（32位） 1 8 23
double类型（64位） 1 11 52

由上述讨论可以得到，浮点数中指数位和尾数位通过不同的方式影响浮点数的表

达：

• 指数位中的数位决定了浮点数的值大小，如 double类型的浮点数，只需要 11

位的指数位即可表达 10−308至 10308的范围；

• 尾数位中的数位决定了数值的精确表达，同样以 double类型为例，52位的尾

数为保证了浮点数的表达最多具有 10−16级别的相对误差。

3.3.2 样例分析

为了进一步展示浮点数不同结构对于误差的影响，本章构造了一个始终返回常数

的浮点数程序。该程序包括了常用的四则运算以及一个常见的程序范式——在循环中

进行多次累加。该程序如下所述：
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1 float foo(float x) {
2 int n = 8192;
3 float sum = n;
4 float fn = n;
5 float y, z;
6 x = fabs(x); // make sure x is a non-negative number.
7 for (int i = 0; i < n; i++)
8 sum += x;
9 y = sum / fn;

10 z = (x + 0.0625f) / (y - 0.9375f);
11 return z;
12 }

程序语义与运算结果

上述程序的输入为一个未知的浮点数 x，其语义如下所述：

• 变量 sum被初始化为 n，其后在程序的第 7、8行进行了 n次循环，每次进行一

个累加变量 x的操作，故其最终结果应为 sum = n + n · |x |；
• 变量 fn即为浮点数类型的 n，其值为 fn = n；

• 变量 y在第 9行被计算，其值为 y = sum/fn = 1 + |x |；
• 变量 z在第 10行被计算，其值为

z = (|x | + 0.0625)/(y − 0.9375)

= (|x | + 0.0625)/(1 + |x | − 0.9375)

= (|x | + 0.0625)/(|x | + 0.0625)

= 1

由上述分析可知，该程序的返回值 z应该始终为常数 1。然而，由于浮点数误差的存在，

该程序并不保证在所有输入上都返回精确的结果。

导致误差的范围

在实验中本文发现，该程序误差最大时的返回结果为 1.0078125。同时，本文发现，

上述样例程序只在非常小的范围会触发显著的误差。这是由如下原因导致的：

• 当 x 的绝对值较大时，该程序不会产生大的误差。例如 |x | > 0.625时（十倍于

样例中的使用的常数），程序的最终运算结果将主要由 |x | 决定，而误差将不再
是结果的主要组成因素。实验结果表明，所有导致误差大于 0.001的输入都集中

在-0.4至 0.4之间；

• 当 x 的绝对值很小时，该程序同样不会可能会产生大的误差。这是由于程序只

进行了 8192次循环，一个非常小的 |x |，不足以使得变量 sum中累积足够的误
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差。

基于上述两点原因，发现会触发显著误差的测试用例是十分困难的。在实验中，大的

误差仅出现在非常小的测试范围内：只有在测试用例大于 0.0004875且小于 0.0004883

的范围内，该样例程序才可能产生大于 0.0078的误差。

注意到，在上述区间 [4.875 × 10−4,4.883 × 10−4]内的 float类型浮点数只占所有

float 类型浮点数的 0.0012%，即约十万分之一左右。这一比例也反映了稀疏性问题

带来的困难：在巨大的搜索空间中找到极少数会触发显著误差的测试用例是十分困难

以及具有挑战的。

3.3.3 浮点数结构对运算误差的影响

通过上述样例本章发现，浮点数的不同结构不仅通过不同的方式影响浮点数的值

（见第 3.3.1节），也通过不同的方式影响浮点数程序的误差。具体而言，浮点数程序的

误差受两个结构因素影响：

• 指数位的值的大小决定了误差产生与否。浮点数中，指数位的值是决定浮点数表

达数值的主要因素。任何两个指数位相同的浮点数的值相差都在两倍以内。因

此，只有当指数位去特定的值时，浮点数测试用例才可能进入导致显著误差的

范围；

• 尾数位的位组合决定了误差的大小与分布。浮点数使用“向偶数舍入”这一舍

入方式。这一舍入方式在数学期望上，可以使得产生的误差互相抵消，降低误

差不断累积的可能性。在这种舍入模式下，只有当舍入的误差无法相互抵消时

才会产生大的误差。因此，只有当尾数位的各个位之间以特殊方式组合时，舍

入误差才无法相互抵消，进而产生显著的误差。

3.4 层级混合粒子群算法 HierHybrid与测试用例生成

本节介绍本章的核心工作，包括技术概要，粒子群算法概述，实证研究，针对浮点

数误差问题的层级混合粒子群算法 HierHybrid，以及应用 HierHybrid算法进行浮点

数测试用例生成。

3.4.1 技术概要

对于一个待分析的浮点数程序，本章的目标是找到一组测试用例，使得在该测试

用例上，浮点数程序的运算结果具有显著的误差。本文将这个问题转化为搜索问题，搜

索空间为待分析浮点数程序的所有的可行输入。
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在本章讨论的黑盒应用场景下，搜索算法唯一可用的信息即为每个测试用例对应

的误差。因此本章将使用误差作为搜索的目标。由于浮点数误差的稀疏性，仅有极少

数的测试用例会触发显著的误差，因而搜索算法的效果至关重要。本章提出了一种特

定于浮点数误差问题的分层局部搜索算法 HierHybrid。图 3.1展示了本章的测试用例

生成的流程。对于给定的浮点数程序，本章首先通过测试预言生成工具计算其对应的

误差，然后基于已有的信息，使用搜索算法生成新的测试用例，目标是找到触发最大

误差的测试用例。最终返回找到的最大误差以及对应的测试用例。

图 3.1 基于搜索的浮点数黑盒测试用例生成流程图

3.4.2 粒子群算法概述

粒子群算法是一种元启发式算法，其基于模拟自然界动物的运动特点而提出，通

过群体的信息共享提供演化信息，进而解决最优化问题 [36]。粒子群算法的本质是一

种基于群体的全局搜索方法，它能在搜索过程中自动获取和积累关于搜索空间的信息，

并自适应的控制搜索过程，以求得全体最优解。

在粒子群算法中，最优化问题的解被称为个体，每一个个体都是搜索空间中的一

个节点。个体需要特定的编码以成为计算机可以理解的格式或结构，通常个体以数值

的形式进行编码。标准的粒子群算法包括数个核心定义和一系列关键步骤。

粒子群算法的核心定义

粒子群算法包括以下三个核心定义：
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• 个体编码，即如何将每个个体进行编码。标准粒子群算法使用数值方法定义个

体，其他方式包括向量、字符串等；

• 个体距离，即如何计算不同个体间的距离。粒子群算法中需要计算不同个体间

的距离，进而计算个体在迭代中移动的速度。通常距离直接使用个体数值的差

值定义，对于向量、字符串等表达，距离的定义也不尽相同；

• 适应度函数，即如何评价每个个体的优劣。通常直接定义为最优化的目标，可

能涉及到多目标优化，目标数值化等问题。

粒子群算法的关键步骤

粒子群算法包括初始化、速度计算、群体更新、终止等几个关键步骤。

初始化 在初始化的过程中，会生成搜索空间的一组可行解，构成粒子群。对于一般

的粒子群算法而言，粒子群的大小通常在几百到几千个个体之间。粒子群的生成方式

可以是随机生成，也可以是基于先验知识、遵循概率分布，在更有可能发现最优解的

搜索子空间内生成。

速度计算 在粒子群算法的每一次迭代中，粒子都需要更新自己的移动速度和方向。其

运动速度 vi 通常由如下方式定义：

vi ← ωvi + φprp(Pi − xi) + φgrg(G − xi)

其中，

• xi 为第 i个个体的当前位置；

• ω为惯性权重，用于调节算法的搜索范围；

• Pi 为第 i个个体的历史最佳位置；

• G为群体（即所有个体）的历史最佳位置；

• φp 为个体移动权重，代表个体历史信息对于个体移动的影响；

• φg 为群体移动权重，代表群体整体信息对于个体移动的影响；

• rp、rg 为随机变量，增加算法的随机性与探索能力。

在速度计算的过程中，群体通过当前的全局最优点 G进行信息交换，并且每一个

个体都具备记忆信息 Pi。在这两方面信息的共同影响下，粒子群算法对于搜索空间具

备较强的全局探索能力。

群体更新 在个体的速度计算完成后，粒子群算法对每一个个体的位置进行更新。

xi ← xi + vi
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同时，对新的个体计算其适应度函数 f (xi)，并更新个体最佳 Pi 与群体最佳 G。

Pi = xi, if f (xi) > f (Pi)

G = xi, if f (xi) > f (G)

终止 在上述一系列过程中，粒子群中的个体经过速度计算和更新过程，在搜索空间

中不断移动，并整体向着更好的适应度方向优化。在迭代过程中，更优秀的个体位置

（Pi 和 G）始终引导着个体朝着更优方向移动。这种迭代一直进行到满足终止条件为

止。一般而言，终止条件有以下几种：

• 迭代次数限制；

• 计算资源限制，如计算时间限制，计算内存限制等；

• 满足条件的最优解或近似最优解已被找到；

• 上述几种条件的组合。

3.4.3 实证研究

为了设计特定于浮点数误差问题的粒子群算法，用于黑盒测试用例生成，本节对

浮点数误差在实际程序中的表现进行了实证研究。该实证研究在实际的浮点数程序中，

探究在黑盒测试的场景下，浮点数不同结构如何对误差产生不同的影响，以此为基础

支持本章后续的算法构建过程。

本文在第 3.3.3节中，已经从讨论了浮点数的指数位和尾数位会对误差产生不同的

影响，尚未讨论更为具体的影响方式和特征。因此，在本节将通过实证研究，更加具体

的讨论浮点数指数位和尾数位对误差产生影响的方式，以及其特征与性质。

实证研究设定

在本实证研究中，本文从 GNU 科学计算库（GSL）中随机选取了 4 个函数，作

为实验对象。GNU科学计算库是一个开源的科学计算库，包含了大量常用的数值计算

函数，例如贝塞尔函数（Bessel Functions），指数积分（Exponential Integrals），Γ函数

（Gamma Functions）等。GNU科学计算库被广泛应用于各类浮点数程序中，也是相关

浮点数误差分析文献的实验对象 [9, 68]。

为了简化实证分析的复杂度，本章随机选取了输入和输出都为 double 类型的

浮点数的 4 个函数，分别为 gsl_sf_bessel_K0 ，gsl_sf_Ci ，gsl_sf_erf ，和

gsl_sf_legendre_Q1。其中：

• gsl_sf_bessel_K0 为第二类修正贝塞尔函数 Kα的 0阶形式。Kα与第一类修
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正贝塞尔函数 Iα 共同构成了下列常微分方程的一组线性无关的解系：

x2 d2y

dx2 + x
dy
dx
− (x2 + α2)y = 0

• gsl_sf_Ci为三角积分中的余弦积分，其表达式为：

Ci(x) = −
∫ ∞

x

dt cos(t)/t

• gsl_sf_erf为高斯误差函数，在概率论，统计学，以及偏微分方程中都有广泛

的应用，其表达式为：

erf (x) = 2
√
π

∫ x

0
dt exp(−t2)

• gsl_sf_legendre_Q1为第二类勒让德多项式，其表达式为：

Q1(x) =
x
2

log
(
1 + x
1 − x

)
− 1

为了探究浮点数中不同结构部分对于运算结果中误差的影响，本节采用控制变量

法对指数位及尾数位分开讨论。

• 第一步中，探究指数位对结果中误差的影响。在这一步骤中，对于每个函数，首

先随机生成 3个不同的尾数位，然后遍历 double类型下所有可能的指数位（共

211 = 2048个），组合成为浮点数测试用例，使用第二章中的测试预言生成工具，

得到每个输入对应到的运算结果和误差。

• 第二步中，探究尾数位对结果中误差的影响。在这一步骤中，对于每个函数，首

先随机生成 3个不同的指数位。然而，遍历所有可能的尾数位是不现实的（共

252 ≈ 4.5 × 1015 个）。因此，随机生成 10000个尾数位，将其与固定的指数位组

合成为浮点数测试用例。同样使用第二章中的测试预言生成工具，得到每个输

入对应到的运算结果和误差。

根据上述 4个函数的定义域，所有测试输入的符号位都被设为 0，即表示非负数。

实证研究结果

本节将首先讨论固定尾数位的情况下，指数位对于运算结果误差的影响；然后讨

论固定指数位的情况下，尾数位对于运算结果误差的影响。

指数位对运算结果误差的影响 图 3.2中，展示了 Bessel_K0函数中指数位对于运算

结果误差的影响。在该图中，所有输入的尾数位固定为一个随机的值 0x657065816fd25。

图中，x轴为不同的指数位，y轴为相对误差，取以 10为底的对数之后的结果。根据

图 3.2的结果，以及在其他 3个函数上的实验结果（具有相似特征，未附详图）可以得
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图 3.2 Bessel_K0函数，指数位的影响（尾数位固定为 0x657065816fd25）

到，指数位对于运算结果误差有如下影响：

• 不同的指数位对运算结果的误差有显著影响。在所有 4个实验对象函数中，不

同的指数位对误差造成的影响最小为 3个数量级，最大为 18个数量级。即使考

虑影响最小的 gsl_sf_legendre_Q1函数，其最小的误差为 1.0 × 10−18，最大

的误差为 3.3 × 10−15，相差 3000倍以上。因此，不同的指数位对运算结果的误

差影响很大；

• 指数位只在小区间内造成显著误差。该结果与第 3.3.3节中的发现一致。由于指

数位是决定浮点数值的主要因素，只有当其取特定的值时，测试用例才会进入

触发显著误差的范围；

• 在所有可行的指数位中，造成显著误差的比例非常小。在图 3.2中可以观察到，

指数位只在取 1024 附近时产生了一个大的峰值。事实上，对于 legendre_Q1

函数，只有其指数位位于 1024至 1030之间时，造成的运算结果误差才会大于

10−10，而对于 gsl_sf_erf函数，这一区间则更小，仅为 1023至 1024。上述结

果表明，在所有可行的指数位中，只有极少数的指数位值才会导致显著的运算

结果误差；

• 导致大误差的指数位位置很可能在所有可行值的中位数附近。对于 double 类

型的浮点数而言，其指数位的中位数为 1023。通过分析上述 4个函数，本章发

现，该特性在这 4个函数中都有所体现。其最大误差的区间分别为：

– gsl_sf_bessel_K0：1024 ~1030

– gsl_sf_Ci：1074 ~1152
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– gsl_sf_erf：1023 ~1024

– gsl_sf_legendre_Q1：1023 ~1024
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图 3.3 Bessel_K0函数，尾数位的影响（指数位固定为 1030）

尾数位对运算结果误差的影响 图 3.3中，展示了 Bessel_K0函数中尾数位对于运算

结果误差的影响。在该图中，所有输入的指数位固定为 1030。图中，x轴为不同的尾

数位，y轴为相对误差，取以 10为底的对数之后的结果。根据图中结果可以得到，尾

数位对于运算结果误差有如下影响：

• 不同的尾数位对运算结果的误差有显著影响。在所有的 4个实验对象函数中，不

同的尾数位对误差造成的影响最小为 5个数量级，最大为 9个数量级。即使考

虑影响最小的 gsl_sf_bessel_K0函数，当指数位固定为 543时，不同的尾数

位导致的运算结果的误差最小为 10−19 级别，最大为 10−14 级别，相差十万倍以

上。因此，不同的尾数位对运算结果的误差影响很大。

• 尾数位在整个可行空间上都可能造成显著的误差，并且分布均匀。该结论与

第 3.3.3 节中的发现一致。由于浮点数使用的“向偶数舍入”方式，所有位组

合中一个微小的变化都会导致舍入的相互抵消情况受到影响，进而对运算结果

误差产生影响。这一现象导致尾数位与误差的关系分布是不连续的。

• 在所有可行的尾数位中，造成显著误差的比例很大。在图 3.3中可以观察到，在

整个 x轴上都可能产生大于 10−6的误差，并且比较稠密。进一步分析数据可以

得到，有 48%的尾数位都可以产生大于 10−6的误差。

上述尾数位对运算结果的影响与上文讨论，以及已有的相关研究 [8]是一致的：虽然在

固定指数位时，很大比例的尾数位都可能触发显著误差，但误差必须要求指数位与尾
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数位同时触发大的误差，因而随机输入产生显著误差的概率仍然非常小。

综上所述，实证研究的结果表明，在黑盒测试场景下，针对浮点数误差问题的搜

索过程，关键在于找到触发大误差的指数位的值。这是由于指数位和尾数位导致显著

误差的概率具有明显差异所导致的。在下一节，本章将讨论，利用本节的发现，有针对

性的设计一种高效的层级混合粒子群算法 HierHybrid。

3.4.4 针对浮点数误差问题的粒子群算法 HierHybrid

本节基于第 3.4.3节中的发现，构建适应浮点数黑盒测试场景的粒子群算法 Hier-

Hybrid，用于生成会触发显著浮点数误差的测试用例。

根据第 3.4.2节中对粒子群算法的概述，本节从构建粒子群算法涉及的核心定义和

一系列关键步骤的角度，对本文提出的层级混合粒子群算法 HierHybrid进行描述。

HierHybrid算法中的核心定义

层级混合粒子群算法 HierHybrid涉及的核心定义包括个体编码，个体距离，适应

度函数三个定义。

个体编码 对于浮点数的结构，在第 3.3节中已有讨论。浮点数由符号位，指数位，和

尾数位三部分组成。浮点数的不同结构组成部分，在黑盒测试的场景下，对于运算结

果的误差也会产生不同的影响。因此，HierHybrid算法针对三个结构部分的特点，使

用不同的编码形式进行表达。

• 符号位使用位表达。由于符号位只有 1个位（bit），使用数值类型和位类型没有

区别。

• 指数位使用数值表达。指数位是决定浮点数大小的核心因素，大的浮点数一定

有大的指数位，反之亦然。在第 3.4.3节的实证研究中表明，在黑盒测试的场景

下，运算结果的误差与指数位的大小关系具有连续性。因此使用数值表达，符

合实证研究中指数位与结果误差关系的特性。

• 尾数位使用位数组表达。首先，尾数位不是决定浮点数大小的核心因素。无论

怎样修改尾数位，浮点数的大小相差都在两倍以内。尾数位通过影响舍入误差

的积累来影响结果中的误差。根据第 3.4.3节的实证研究结果，尾数位对误差的

影响不具有连续性，因此不适合使用数值类型表达。同时，显著误差可能是由于

尾数位中特定的位组合导致的，因此使用位数组表达更符合实证研究中的结论。

具体而言，每个浮点数个体 x可被表达为如下形式：

x = ⟨signb,expon, fracb⟩
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其中 signb 为符号位，expon为指数位的数值，fracb 为尾数位的位数组。

个体距离 在下文的算法步骤中将讨论，HierHybrid算法分为两个层级，且在不同层

级拥有不同的搜索模式和搜索策略，这也导致在不同层级中对于个体距离的定义不同。

在第一层级中，搜索策略侧重于对指数位的搜索，个体间的距离由指数位（主要）

和尾数位（次要）共同决定：

dist1(x1, x2) = ψe

���(−1)signb
1expon

1 − (−1)signb
2expon

2

��� + ψfL(fracb1 , fracb2 )

其中，L 表示向量间的编辑距离，即 Levenshtein距离 [78]。ψe 与 ψf 为距离权重，在

第一层级中侧重于指数位的探索，因此应满足 ψe ≫ ψf。

在第二层级中，搜索策略侧重于对可疑个体的邻域进行搜索，个体间的距离由浮

点数的数值和尾数位共同决定：

dist2(x1, x2) = χx

���� x1 − x2

max(expon
1,expon

2 )

���� + χfL(fracb1 , fracb2 )

第二层级侧重于个体的邻域搜索。在上述公式中，第一项的目标为得到归一化的浮点

数数值距离，第二项的目标为得到浮点数尾数位的编辑距离。浮点数的邻域既由其数

值决定，又需要考虑尾数位的位组合关系。因此上述公式中的 χx 和 χf 参数用于对数

值距离和尾数位编辑距离分别进行权重调整。

适应度函数 常用的衡量运算结果误差的适应度函数包括相对误差与绝对误差。由于

在科学运算及数值运算中，运算结果的大小可能具有显著的差别，此时相对误差具有

更直观的性质。即，在运算结果为 10000时误差为 0.001的情况（相对误差 10−7）比运

算结果为 0.01时误差为 0.001的情况（相对误差 10−1）要精确的多。而上述两种情况

的绝对误差都为 0.001，使用绝对误差便无法区分两次运算的精确程度。

本章使用相对误差作为适应度函数，即HierHybrid算法的搜索目标是找到会触发

最大相对误差的测试用例。HierHybrid可以使用任何自动化的测试用例生成工具来计

算相对误差（即适应度函数），例如本文第二章中提出的工具 PsoHunter。

HierHybrid算法的关键步骤

粒子群算法 HierHybrid涉及的一系列关键步骤如图 3.4所示。本小节将首先对整

体流程进行概述，然后对每个关键步骤进行详细描述。

在初始化阶段，HierHybrid会按照上文所述的个体编码随机生成一系列的符号位、

指数位、及尾数位。所有指数位按照均匀分布在指数位的可行范围内（对于 double类

型的浮点数即为 0~2046），并且在中位数附近增加生成概率。所有尾数位则为完全均
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图 3.4 层级混合粒子群算法 HierHybrid的流程图

匀分布在尾数位可行空间中的随机样本。之后，将按照上述方式生成的三类结构组合

成为浮点数测试用例，加上随机生成的移动速度，作为初始化的粒子群。

第一层级 在第一层级中，搜索策略为找到可能触发显著误差的区域。具体而言，搜

索算法不断变化个体的指数位，搜索到一批可疑的个体及其指数位。

在第一层级的速度计算步骤中，本文基于上文提出的第一层级距离 dist1，计算个

体的移动速度。在传统的粒子群算法中，速度计算方案为惯性权重 ω，个体移动权重

ϕp，群体移动权重 ϕg三者共同决定粒子的移动速度 [36]。然而，在浮点数误差问题中，

由于在绝大多数的搜索空间中，其误差都为一个非常小的值 [8]，因此个体的历史最优

个体 Pi 很可能对应一个无意义的小误差，并不能对搜索带来帮助，反而可能导致个体

在小误差区域停留，导致收敛速度降低。为了解决上述问题，本文在第一层级中使用了

个体移动权重为零 φp = 0的速度计算模型，使得个体更快的向全局最优区域移动，提

高收敛速度，增强算法的全局搜索能力。

在第一层级的群体更新步骤中，本文并未遵循传统粒子群算法中的一对一更新——

即一个个体总是在更新后严格的对应一个新的个体。对于浮点数误差问题，其指数位

所在的位置是误差的决定性因素，而对于大多数指数位而言其误差都非常小。此类特

点会导致大多数个体在较劣区域停留过长时间，降低收敛速率。因此本文提出了一种
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基于分裂和淘汰的更新算法，应用于 HierHybrid的群体更新步骤中，进而加速第一层

级的收敛速度。

在第一层级的终止条件中，HierHybrid使用迭代次数或运行时间决定算法的停止

时机。当达到预定的迭代次数或运行时间后，HierHybrid将会保存当前群体信息，进

入第二层级的搜索中。

第二层级 在第二层级中，搜索策略为对每个可疑个体的邻域进行局部搜索。具体而

言，搜索算法不断变化个体的尾数位（仅在必要情况下变化指数位），搜索会触发最大

误差的浮点数测试用例。

在第二层级的邻域搜索步骤中，需要对每个个体的邻域进行局部搜索，找到会触

发最大误差的尾数位。因为对于个体而言，不同指数位下的尾数位之间并无关联。因

此在探索每个个体的邻域时，无需考虑其他个体的尾数位信息。基于上述讨论，本文

在第二层级的邻域搜索中，使用了群体移动权重为零 φg = 0的速度模型，增强每个个

体对于其邻域的搜索能力。

在第二层级的群体更新步骤中，由于尾数位的表达为位数组的形式，无法与速度

直接相加得到新的个体。为了解决上述问题，HierHybrid推广了粒子群算法中速度的

定义。在粒子群算法中，速度为个体移动的距离。而对于不可相加的个体与速度，可以

将其速度推广为个体移动的范围，即探索的邻域大小。对于具有较大速度的个体，新

的个体位于其较大范围的邻域内，反之亦然。因此，根据上述概念，HierHybrid算法

只需要个体间的距离具有良好的定义，即可基于邻域大小生成新的个体。

在第二层级的终止条件中，HierHybrid同样使用迭代次数或运行时间决定算法的

停止时机。当达到预定的迭代次数或运行时间后，HierHybrid将会返回找到的最大误

差以及对应的测试用例。

下面将具体介绍 HierHybrid的各个关键步骤，包括初始化，第一层级的各关键步

骤，以及第二层级各关键步骤。

初始化粒子群 在初始化的过程中将产生 n个测试用例作为初始粒子群 X。这 n个测

试用例的符号位和尾数位将通过完全均匀分布的方式随机产生，而指数位则遵循一定

的特定条件生成。

在生成 n个指数位的步骤中，遵循如下定义：

• λ为所有指数位的中位数，即 double类型的浮点数输入，λ = 1023；对于 float

类型的浮点数输入，λ = 127；

• k 为指数位的位数，对于 double类型，k = 11；对于 float类型，k = 8；
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• δ为中心搜索区域的参数，δ = 2 ⌈k/2⌉。即对于 double类型，δ = 64；对于 float

类型，δ = 16。

• σ为中心搜索区域概率提升的倍数。在 [λ − δ,λ + δ]的区间内，生成指数位的概
率为其他部分的 σ倍。

同时，对于每个初始粒子，其将被分配一个服从正态分布的随机变量 vi ∼ N(0, υ)
作为其初始移动速度。

第一层级的速度计算 在第一层级的速度计算中，其原则是根据个体与（当前）全局

最优个体间的距离计算其速度，使其向全局最优个体移动，探索更可能出现最优个体

的区域。

在上文中已经讨论，HierHybrid在第一层级中使用了个体移动权重为零 φp = 0的

速度计算模型：

vi ← ωvi + φgrgdist1(G, xi)

在此模型下，个体的移动只与全局最优个体的距离相关，不同个体间通过全局最优个

体交换搜索空间信息，使得个体更快的向全局最优区域移动，提高收敛速度，增强算

法的全局搜索能力。

第一层级的群体更新 在第一层级的群体更新中，核心原则为尽可能快的找到会触发

显著误差的区域。传统的粒子群算法在群体更新时遵循一对一的原则，即每个个体对

应与更新后的一个个体：

xi .expon ← xi .expon + vi, for xi ∈ X

在上文中已经讨论，HierHybrid提出了一种基于分裂和淘汰的更新算法，用于第一层

级的群体更新过程：

首先，对粒子群中的个体 xi，按照其相对误差 f (xi) 进行进行排序，保证 ∀p <

q, f (xp) ≥ f (xq)。

然后对群体的后 α%的个体进行淘汰，同时对群体的前 α%的个体进行分裂，保

持粒子群的总量不变。在分裂的过程中，待分裂的每个个体都将变为两个个体，其中

一个保留当前的位置和速度，另一个将被分配一个随机的速度并立刻进行移动：


xi1.expon = xi .expon, vi1 = vi

xi2.expon = xi .expon + vi2, vi2 ∼ N(0, β)
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第一层级的终止条件 第一层级的终止方式可以根据需求定义为迭代次数或运行时

间。

在第一层级的终止条件中，并不要求所有粒子收敛于同一个区域。只需要粒子在

停留在数个较优区域即可进入第二层级的局部搜索。为了最大化搜索的效率，在较短

时间内对搜索空间进行探索，HierHybrid在第一层级中采用了大群体，少迭代的模式。

第二层级的邻域搜索 在第二层级的邻域搜索步骤中，其原则是对已有个体的邻域进

行探索，试图找到会触发更大误差的尾数位。根据上文讨论，HierHybrid在第二层级

中使用了群体权重为零 φg = 0的速度计算模型：

vi ← ωvi + φprpdist2(Pi, xi)

在此模型下，个体的速度只与个体的历史信息相关，不同个体间不再进行信息交换，而

专注于局部的邻域搜索，增强了邻域搜索能力。

第二层级的群体更新 在第二层级的群体更新步骤中，由于尾数位的表达限制，其速

度无法直接与个体相加得到更新后的个体。根据上文讨论，本文提出了一种广义的速

度概念，将速度 vi 定义为搜索邻域的大小。而对于更新后的个体，只需满足其与原个

体的距离与速度近似即可：

dist2(xnew
i , xnow

i ) ≃ vi

为了得到满足条件的 xnew
i ，本文使用了随机梯度下降法 [11]对 xnew

i 进行搜索。注

意到，由于此子步骤中对于 xnew
i 的搜索只涉及到两个浮点数之间的距离计算，而不需

要计算测试预言 f (xnew
i )和 f (xnow

i )，因而其运算开销很小，不会对 HierHybrid的整体

运行开销造成显著影响。

第二层级的终止条件 第二层级的终止方式同样可以根据需求定义为迭代次数或运行

时间。

第二层级的终止条件也是 HierHybrid 算法整体的终止条件。本文将第二层级的

迭代次数或运行时间设置为与第一阶段相同，即运算资源将被平均分配在 HierHybrid

的两个层级中。

3.4.5 应用 HierHybrid进行测试用例生成

本章将黑盒场景下的浮点数误差检测问题转化为基于搜索的测试用例生成问题。

在黑盒场景下，给定待测试的浮点数程序 F : f̂ (x)和测试预言生成工具 O : f (x)，本章
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的测试目标为生成测试用例 t，最大化程序的误差 ε(t)：

arg max
t∈T

(
ε(t) =

���� f̂ (t) − f (t)
f (t)

����)
为了完成上述目标，可以使用任意的搜索算法对输入空间 T 进行搜索。然而，传

统的优化算法以及启发式算法对于浮点数误差的搜索能力不强，搜索结果较差。因此，

本章在第 3.4.4节中提出了针对浮点数误差问题的层级混合粒子群算法 HierHybrid。

HierHybrid算法可以在黑盒场景下对浮点数输入空间进行高效的全局搜索，返回

搜索到的最大误差 εmax以及对应的测试用例 tmax，可直接用于后续的调试及修复过程。

3.5 实验评估

本节分为实验设计和实验结果两个部分。

3.5.1 实验设计

实验对象

本章的实验对象包括两部分：

• 6个经典浮点数程序，已有工作详细讨论这些函数是否会导致显著误差 [68]；

• 一系列来自于 GNU科学计算库（GNU Scientific Library）中的函数。GNU科学

计算库是一个开源的科学计算库，包含了大量常用的数值计算函数，例如贝塞

尔函数（Bessel Functions），指数积分（Exponential Integrals），Γ函数（Gamma

Functions）等。GNU科学计算库被广泛应用于各类浮点数程序中，也是相关浮

点数误差分析文献的实验对象 [9, 68]。

在GNU科学计算库包含的所有函数中，本章选取了其中输入和输出都为浮点数类

型的共 88个函数作为本章的实验对象。

理想结果获取

本章使用了第二章中提出的测试预言生成工具 PsoHunter计算实验对象的精确运

算结果，将 PsoHunter得到的精确结果和实验对象的原始结果进行对比，即可得到运

算结果中携带的误差。

同时，本章对实验结果同步使用 mpmath [87] 计算精确结果，进一步降低实验的

外部风险（由于潜在的测试预言错误导致实验结果错误的风险），保证实验结果的可靠

性。mpmath是基于任意精度的浮点数计算库MPFR [25]之上开发的一个任意精度的运

算库，其对MPFR进行了进一步包装，支持了更多的科学运算函数。
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注意到，测试预言生成工具 PsoHunter支持任意的浮点数程序，而 mpmath只支

持特定的程序（包括了本章的实验对象）。若直接使用mpmath作为测试预言生成工具，

实验结果将不具备可推广性（因为实践中存在大量程序不被 mpmath支持）。本章提出

的工具 HierHybrid并不限于特定的程序，因而将采用 PsoHunter作为测试预言生成

工具，同时只使用 mpmath作为有效性参考。

参数选择

在第 3.4.4节中，定义了 HierHybrid算法的一系列参数。

在针对浮点数的个体距离中，本文设定为 ψe = 1，ψf = 0.01，χx = 1，χf = 0.01。

粒子群算法中参数的设置参考了已有工作中的设定 [35, 79]。具体而言，相关设定

为粒子群大小 n = 100，中心搜索区域权重 σ = 5。在第一层级与第二层级的速度计算

中，惯性权重 ω = 1，个体权重 φp = 2，群体权重 φg = 2。

其他参数在第 3.4.4节中已有设定和讨论，此处不再赘述。

实验步骤

本章实验由以下几部分组成：

• 第一部分为在已知误差特性的 6个实验对象上，通过实验验证HierHybrid作为

测试用例生成工具，检测误差的效果。同时，已有工作 BGRT [15]是一种基于

二分区间搜索的浮点数误差检测算法，该部分将对比 HierHybrid 与 BGRT 在

上述实验对象上的误差检测效果；

• 第二部分为在 GNU科学计算库的实验对象上，通过实验验证 HierHybrid与传

统的粒子群算法（PSO）在检测浮点数误差上的效果对比，验证本文提出的层级

混合粒子群算法的有效性；

• 第三部分为在 GNU科学计算库的实验对象上，通过实验验证 HierHybrid与另

一已有的针对浮点数误差的遗传算法 [80]工作进行比较，进一步验证本文算法

的有效性。

3.5.2 实验结果

本小节将介绍实验评估的结果。本节内容与上述实验步骤相对应，分别为：

• 在已知特性的对象上，HierHybrid检测误差的效果，与已有工作的对比；

• 在实际项目上，HierHybrid与传统粒子群算法的对比；

• 在实际项目上，HierHybrid与已有工作的对比。
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在已知特性函数上，HierHybrid检测误差的效果，以及与已有工作的对比

表 3.2中的 6个函数，已有工作 [68, 83]已经对其进行了分析，将其划分为稳定函

数和不稳定函数，其中稳定函数的运算结果要显著优于不稳定函数。这 6个实验对象

包括 2个稳定函数和 4个不稳定函数，如表所示。

表 3.2 HierHybrid与 BGRT的对比实验结果

函数名 是否为稳定函数 HierHybrid最大误差 BGRT最大误差

Newton 是 6.4e-16 1.7e-16
Inv 是 4.2e-16 2.5e-16

Root 否 1.1e-01 1.3e-14
Poly 否 3.1e+03 4.7e-14
Exp 否 7.9e-04 2.1e-15
Cos 否 2.7e-02 1.2e-16

表 3.2中，可以看到，本章提出的 HierHybrid方法可以区分稳定函数和不稳定函

数，具有良好的检测误差效果：

• HierHybrid可以确认稳定函数的稳定性。对于 Newton函数和 Inv函数，Hier-

Hybrid检测到的最大误差都在 10−16 这一数量级，对于 double类型的浮点数，

这一数量级的误差接近于 double 类型的表达极限，所以可以确认这两个函数

的稳定性；

• HierHybrid可以发现不稳定函数的显著误差。对于表中的 4个不稳定函数，Hi-

erHybrid 都检测到了至少大于 10−4 这一数量级的误差。这个数量级的误差与

double类型的表达极限相差了万亿倍（1012）以上，可认为对于每一个不稳定

函数，HierHybrid都找到了显著的误差。

同时，可以在表 3.2中看到，HierHybrid相比于已有工作 BGRT具有明显的优势：

• 在表中的所有函数上，HierHybrid检测到的最大误差都大于 BGRT；

• BGRT无法区分稳定函数与不稳定函数。

综上所述，本章提出的 HierHybrid作为黑盒场景下的测试用例生成工具，具有良

好的检测误差的能力，且显著优于相同测试场景下的其他已有工作。

在实际项目上，HierHybrid与标准粒子群算法 PSO的对比

根据已有工作 [68]，本实验将大于 10−3 的误差定义为显著误差。为了保证实验的

公平性，本实验中，标准粒子群算法 PSO采用了与HierHybrid实验设定中相同的迭代

次数和运行时间限制，标准粒子群算法的相关参数参考了已有工作进行设定 [36, 79]。
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表 3.3 HierHybrid与标准粒子群算法的比较

HierHybrid PSO HierHybrid带来的提升

30（34%） 3（3.4%） 900%

表 3.3 显示了在 GNU 科学计算库的 88 个实验实验对象中，HierHybrid 检测到

的显著误差数量，和标准粒子群算法 PSO 检测到的显著误差数量的对比。从表中数

据可以看到，HierHybrid共发现了 30个函数具有显著的误差，占总实验对象的 34%

（30/88 = 34%）。相比之下，标准粒子群算法 PSO搜索浮点数误差的能力较弱，这是由于

浮点数的搜索空间过大所导致的。对于浮点数而言，其能表达的范围为 (−10308,10308)，
而 PSO算法在这一巨大的搜索空间内，收敛速度过慢，进而导致其无法在相应的迭代

次数内找到显著的浮点数误差。

表 3.3中的结果表明，本文提出的针对浮点数误差问题的层级混合粒子群算法 Hi-

erHybrid，可以显著提高粒子群算法对于浮点数误差的检测能力，是一种高效的误差

搜索算法。

在实际项目上，HierHybrid与已有工作的对比

LSGA [80, 86] 是一个已有的浮点数误差检测工作，其使用一种特定于浮点数结

构的遗传算法对误差进行搜索。LSGA 同样在 GNU 科学计算库上进行了实验，因此

HierHybrid可以直接在 GNU科学计算库上与 LSGA算法进行对比。在本实验中，Hi-

erHybrid采用了与 LSGA相同的实验设定，保证实验的公平性。

表 3.4 HierHybrid与标准粒子群算法的比较

HierHybrid LSGA HierHybrid带来的提升

30（34%） 23（26%） 30.4%

表 3.4显示了在GNU科学计算库的 88个实验对象中，HierHybrid检测到的显著误

差数量，和 LSGA检测到的显著误差的数量的对比。从表中数据可以看到，HierHybrid

的误差检测效果显著优于 LSGA，效果提升了 30.4%。

HierHybrid不仅针对浮点数的数据结构进行了优化，还充分利用了浮点数结构中

不同部分对误差的影响，将搜索算法进行分层处理。表 3.4中的结果表明，本文提出的

层级混合粒子群算法HierHybrid可以充分利用浮点数的特性，显著优于已有的针对浮

点数误差检测工作。

综上所述，本章实验结果表明，HierHybrid作为黑盒场景下的测试用例生成工具，

68



第三章 基于搜索的浮点数黑盒测试用例生成技术

可以有效的生成触发显著误差的测试用例，提高浮点数程序的测试效果。

3.6 讨论与小结

浮点数测试用例生成是浮点数程序测试与分析中的关键步骤。由于浮点数的特殊

结构和误差的特殊性质，已有的测试用例生成技术不能很好的检测浮点数误差，使得

针对浮点数误差的测试质量不高。

本章通过实证研究探究了浮点数不同结构对于运算结果误差的影响，并基于实证

研究的发现，提出了针对浮点数误差问题的测试用例生成技术 HierHybrid。该技术可

以充分利用浮点数的特性，在黑盒场景下自动生成触发显著误差的浮点数测试用例。实

验结果表明，HierHybrid具有良好的检测误差能力，其可以在实际项目中发现大量的

误差缺陷，并显著优于已有的误差检测工作。

本章提出的测试用例生成工具在本文中作为黑盒场景下的搜索方法，成为浮点数

程序误差测试与分析的关键技术，解决浮点数误差的稀疏性问题。
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第四章 基于搜索的浮点数白盒分析技术

4.1 引言

浮点数误差分析是浮点数程序测试与分析中的另一个关键步骤。由于由于浮点数

误差的未知性特点，大量测试和分析工作都依赖于测试预言来判断误差的存在与大小。

此前，高质量的测试预言获取十分困难。利用本文第二章提出的 PsoHunter技术，可

以自动化的获取高质量的测试预言，解决未知性问题。然而其运行开销很大，如果需

要大量获取测试预言，将显著降低相关测试与分析技术在实践中的可用性。因此，一

个不依赖于测试预言的浮点数误差分析工具是十分重要且必要的。

在浮点数误差分析中，关注的首要问题即为运算误差的大小这一核心测量标准。因

此，几乎所有的已有工作都直接使用“误差”这一测量标准对浮点数程序进行测试和

分析 [8, 24, 53, 61, 62, 80]，进而上述工作都需要在测试和分析的过程中大量计算程序

的误差，即浮点数程序 f̂ (x)与测试预言 f (x)之间的误差：

Errrel( f̂ (x)) =
���� f (x) − f̂ (x)

f (x)

����
其中，测试预言 f (x)必须通过高精度的测试预言生成工具得到，例如使用本文第二章
提出的 PsoHunter技术，或此前的自动化工具如 FpDebug [10]，甚至手动基于高精度

浮点运算库MPFR [25]构建。然而，即使在本文第二章提出的 PsoHunter已经解决未

知性问题的前提下，获取测试预言的运算开销仍然十分巨大。由于现有的浮点运算体

系——从编译器到浮点计算单元（FPU）——都是针对常用类型如 float和 double类

型高度优化的，同时高精度浮点数类型不仅运算量更大，并且无法使用现有体系中的

优化机制，因此运算开销较常用类型大了数个数量级：即使 128位的四精度浮点数类型

运算也比 64位的 double类型慢一百倍以上 [55]，而其他任意精度的运算库如 MPFR

的开销将进一步膨胀。由于测试预言的计算一定涉及到高精度浮点数类型的使用，因

而，测试预言的获取开销十分庞大。

为了在分析中减少测试预言的使用，提高误差分析的运行效率与效果，本章对浮

点数误差在运算间的产生、积累以及放大过程进行了深入分析，不同于上述所有已有

技术直接使用“误差”这一衡量标准，本文提出了“原子状态函数”这一概念用于误

差分析，从而可以在分析的过程中避免使用测试预言直接计算误差。在数值分析领域，

状态函数 [34]衡量了函数的稳定性：在函数输入中添加一个小的扰动，会导致函数输

出中出现扰动的大小。在本章中，将关注所有原子浮点运算——例如 +, −, sin(x), log(x)
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等基础运算——上的状态函数，本章定义为原子状态函数。

本章发现，原子状态函数是浮点数原子运算产生误差的核心因素，进而可以在复

杂的浮点数程序中用于误差分析。对于每一个浮点数原子运算，其误差可被表示为：

εout = εinΓ + µ，其中：

• µ为每个浮点运算的引入误差。在 IEEE 754标准 [81]和 GNU C标准库 [45]中

都明确定义，引入误差被保证为一个非常小的值；

• Γ 为即为原子状态函数。由于引入误差极小，所以原子状态函数是决定运算误

差的核心因素。

基于上述发现，本章提出了一种在白盒——即源代码可见——场景下的误差分析

方法 Atomu。Atomu可以自动化的检测浮点数误差，并且分析误差产生的原因。具体

而言，相比于已有工作，本章提出的 Atomu具有如下优点：

• 运算开销低。在白盒场景下，可以通过计算原子状态函数来判断运算误差的存

在。计算原子状态函数不涉及高精度浮点数类型的使用，因而运算开销显著降

低；

• 分析效果好。原子状态函数提供了浮点数程序运行状态的详细信息，可以在基

于搜索的分析方法中，给搜索算法提供更多的信息，有助于提高检测误差的效

果；

• 不依赖测试预言。由于在分析过程中使用原子状态函数，不再依赖测试预言进

行分析，提高了实践中的可用性；

• 提供误差原因。对于检测到的触发误差的测试用例，可以通过分析其运行时的

原子状态函数，判断误差产生的原因，有助于开发者和自动化工具对浮点数误

差进行修复。

整体而言，Atomu的分析过程可以概括为：在所有可行的输入空间中搜索会导致

显著的原子状态函数的输入。Atomu的返回值为一个有序列表，其中包括一系列潜在

的导致浮点误差问题测试用例。该列表所包含的测试用例通常较少，开发者可以手动

检查这些测试用例是否会触发误差，或使用如第二章提出的测试预言生成工具检查其

误差。即使使用测试预言生成工具，由于数量较少，其运行开销仍然很低。

本章的主要贡献点如下：

• 提出了原子状态函数这一概念，并基于这一概念解释浮点数误差在运算间的产

生、累积、和放大过程；

• 建立了基于原子状态函数的误差积累模型，基于该模型证明了原子状态函数为

浮点数运算误差的核心因素；

• 设计并实现了基于原子状态函数的白盒误差分析技术 Atomu。Atomu基于搜索

算法，在所有可行空间中搜索会触发显著原子状态函数的测试用例，将其标记
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为潜在的触发误差问题的测试用例。Atomu不依赖测试预言，运行速度快，检

测效果好；

• 实验评估结果表明了本章提出的误差分析技术 Atomu的有效性——其运行速度

比已有方法快 1000倍以上，同时误差检测效果提高 40%。

本章的组织结构如下：第 4.2节介绍了白盒分析的应用场景和特点；第 4.3节介绍

了浮点数原子运算的概念和特点，以及数值分析中的状态函数概念；第 4.4节介绍了本

章提出的基于原子状态函数的误差分析方法 Atomu；第 4.5节介绍了本章提出的方法

对应的工具实现；第 4.6节包含了实验设计以及实验结果分析；第 4.7节对本章工作进

行了总结和讨论。

4.2 白盒分析场景及特点

本文在第 3.2节中已经介绍过黑盒测试场景及特点。白盒测试与黑盒测试相对，又

被称为结构测试，其主要关注程序的内部结构或运作机理 [37]，而不是程序的功能（即

黑盒测试的目标）。在白盒测试中，通常将程序看作一系列子结构的组合：

• 需要关注程序的内部结构和状态；

• 需要程序的源代码和对程序的专业知识及深入理解；

• 考虑在不同测试下，不同节点的内部状态是否正确。

白盒测试——即源代码可见——是程序测试中的常见场景。相比于黑盒测试，白

盒测试需要提供更多的信息（源代码、理解代码的专业知识），因此通常而言，白盒测

试比黑盒测试具有更好的效果。

对于本文面对的浮点数误差问题，白盒测试的场景对应着浮点数程序源代码可见

的场景。在该场景下，本章讨论的测试与分析技术将从基础的浮点运算入手（例如四

则运算，三角函数等等），分析这些原子运算对于误差的影响。

由于已有技术大量依赖于测试预言，而测试预言的获取开销较大，影响了相关测

试与分析的速度，降低了其在实践中的可行性。在白盒场景下，有更多的代码信息及

运行时信息可以利用，使得不依赖测试预言的分析技术成为可能。

为了提高白盒场景下的测试与分析效果，本章将对浮点数原子运算的特性进行深

入讨论，提出原子状态函数这一概念，减少了对于测试预言的依赖，并基于原子状态

函数构建量浮点数程序的误差积累模型。本章使用上述模型提出一套基于搜索的浮点

数白盒分析技术，用于在白盒场景下对浮点数误差问题进行测试和分析。
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4.3 浮点数原子运算与状态函数

本节介绍了浮点数原子运算的概念，并讨论了这些原子运算所携带的误差。然后

介绍了数值分析领域的状态函数这一概念，并将其引申，讨论浮点数误差与状态函数

之间的关联性。

4.3.1 浮点数原子运算及其误差

浮点数原子运算

浮点数程序由一系列浮点数原子运算组成，原子运算包含下列四则运算和基础函

数：

• 四则运算：包括 +，−，×，÷；
• 基础函数：

– 三角函数：sin，cos，tan，asin，acos，atan，atan2；

– 双曲函数：sinh，cosh，tanh；

– 指数函数与对数函数：exp，log，log10；

– 幂函数：sqrt，pow。

原子运算的误差

在第 1.2.3节中，介绍了最小精度单位（ULP）以及 ULP误差的概念。简单而言，

对于 double类型的浮点数，一个 ULP误差大约对应于 1.1 × 10−16 至 2.2 × 10−16 之间

的相对误差。由于 ULP误差实际为浮点数的表达极限，其常用于精确定义浮点数运算

所携带的误差。

对于原子运算中的四则运算，IEEE 754标准 [81]保证了所有四则运算的运算都被

正确的舍入，并且运算结果的误差不会超过 1+1/1000个 ULP误差。

对于原子运算中的基础函数，GNU C标准库 [45]进行了如下表述：

理论上，在舍入到最接近的值的模式下，所有的基础函数的运算误差总是

小于 0.5个 ULP误差。

舍入到最接近的值（见第 1.2.2节）即为浮点数的默认舍入模式。同时，GNU C标准库

包含了一份已知最大误差的列表。通过查询该列表，本章发现，上述所有基础函数的

已知最大误差为 2个 ULP误差。

综上所述，IEEE 754 标准和 GNU C 标准库共同规定了：原子运算的结果保证准

确，并且一般而言运算结果的误差小于 0.5个 ULP误差，最多不超过 2个 ULP误差。

同时，本文注意到，即使所有的原子运算都是准确的，浮点数程序的运算结果却

可能包含显著的误差：对于本文第三章中所讨论的 GNU科学计算库中的函数，在某些
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情况下其运算结果具有 10%的相对误差，对应为 7 × 1014个 ULP误差。本章发现，这

种显著误差产生的原因是：在浮点数的原子运算之间，误差不仅仅会产生和积累，还

会被某些原子运算显著放大。

4.3.2 状态函数

状态函数是数值分析领域的一个重要概念。状态函数衡量了一个数学函数 f 的内

在稳定性 [34]。

假设对于函数 f，其输入 x携带了一个小的误差 ∆x，下列公式展示了函数 f 会在

输出中将误差 ∆x放大的系数：

Errrel(f (x), f (x + ∆x)) =
���� f (x + ∆x) − f (x)

f (x)

����
=

���� f (x + ∆x) − f (x)
∆x

· ∆x
f (x)

����
=

����( f ′(x) + f ′′(x + θ∆x)
2!

∆x) · ∆x
f (x)

���� , θ ∈ (0,1)
=

����∆x
x

���� · ���� x f ′(x)
f (x)

���� +O
(
(∆x)2

)
= Errrel(x,x + ∆x) ·

���� x f ′(x)
f (x)

���� +O
(
(∆x)2

)
其中 θ是一个 (0,1)之间的值，含有 θ的项为泰勒展开中的拉格朗日余项 [39]。上述公

式中展示了状态函数的定义 [34]：

Γf (x) =
���� x f ′(x)

f (x)

����
从误差分析的角度，状态函数测量了：对于函数 f 而言，输入携带的相对误差 |∆x/x |
在输出中被函数 f 放大的系数。

对于一个浮点数程序，其表达的函数 f (x)的导数 f ′(x)通常是未知的。因而，除
非在某些导函数 f ′(x)已知的情况下，计算一个函数的状态函数 Γf (x)通常比计算原函
数 f (x)更加困难 [26]。

本章提出的原子状态函数是原子运算上的状态函数。因为原子运算的导函数的表

达式都可以提前计算得到，所以计算原子状态函数是十分简单的（将在第 4.4.3节中详

细讨论）。
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4.4 基于原子状态函数的误差分析

本节介绍本章的核心工作，包括本章的误差分析技术概要，一个基于原子状态函

数的误差样例分析，然后将详细讨论原子状态函数与浮点数程序的误差之间的关系，并

建立误差积累模型。进而讨论基于原子状态函数的误差搜索过程，最后讨论对搜索结

果中的可疑测试样例进行排序。

4.4.1 技术概要

图 4.1 基于原子状态函数的误差分析流程图

对于一个待分析的浮点数程序 ŷ = f̂ (x)，本章的分析目标是找到一组测试用例 x，
使得在这组测试用例上浮点数程序具有显著的误差。本文将这个问题可以转化为搜索

问题。搜索空间即为待分析浮点数程序的所有的可行输入。该搜索空间既可以为显式

的，例如在文档中明确定义了函数的输入范围，也可以为隐式，例如只能在运行时通

过观察函数是否抛出异常来决定输入的可行性。

对于搜索问题，最关键的一个核心定义即为搜索目标。在本章的定义下，搜索目

标应为一个测试用例可能导致显著误差的可能性。在本章的第 4.1节中已有讨论，一种

常用做法是直接使用误差作为搜索的目标。然而根据上述讨论，直接使用误差作为搜

索目标并没有充分利用白盒场景下的程序结构信息和运行时信息，使得分析过程大量

依赖测试预言计算误差，运行效率不高。

因此，本章提出了使用原子状态函数作为搜索目标的分析方法 Atomu，深入分析

了原子状态函数与浮点数误差的强关联性，通过搜索显著的原子状态函数间接的搜索

触发显著误差的测试用例，完成浮点数误差分析工作。图 4.1中展示了本章基于原子函

数的搜索算法的流程。对于一个待分析的浮点数程序，Atomu首先对程序的源代码进
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行插桩，获得程序的运行时信息。然后利用上述运行时信息计算每个浮点数原子运算

上的原子状态函数。通过搜索算法不断生成测试用例，搜索每个原子运算上最大的原

子状态函数对应的测试用例。最终对于搜索结果，即潜在的触发误差的测试用例，使

用测试预言对其进行验证，确认最终会触发误差的测试用例。

4.4.2 样例分析

为了详细展示原子状态函数和浮点数程序误差之间的关联性，本小节将通过一个

实际的程序样例进行介绍和分析，展示原子状态函数的概念，以及其对浮点数程序误

差的影响。

考虑表 4.1中的样例程序 f̂ : foo(x)，其计算目标为数学表达式 f (x) = (1−cos x)/(x∗
x)。浮点数样例程序在表 4.1中的第一列。已知数学表达式 f (x)在 x → 0时的极限为

1/2。
基于上述条件，开发者一般会认为样例程序 f̂ 可以精确的计算数学表达式 f 的值。

但是，实际上当输入为一个非常接近于 0的值，例如为 10−7时，浮点数程序的计算结

果将具有显著的误差：

• f̂ (10−7) ≈ 0.4996；

• f (10−7) = 0.499999999999999583。

本小节接下来将对于该浮点数程序中的原子运算进行分析，讨论误差是如何在运

算间被引入和放大的。在表 4.1中，不同的列分别展示了每次运算的输入，其对应的原

子状态函数，以及运算结果和运算结果的误差。不精确的数位使用加粗显示。如本文

第 4.3节中所讨论，每次原子运算将：

1. 增加一个约为 1个 ULP误差大小的引入误差；

2. 将输入携带的误差放大，放大倍数为原子状态函数的值。

每次运算的具体信息如下：

• 原子运算 1：v1 = cos(x)

– 原子状态函数：Γcos(x) = |x · tan(x)|；
– 放大误差：由于函数的输入 x 被认为是精确值 [45]，即其携带误差为零，

因此本次原子运算没有放大误差；

– 引入误差：3.9964 × 10−18，引入误差小于 1个 ULP误差。

• 原子运算 2：v2 = 1.0 - v1

– 原子状态函数：Γ−(v1) =
��− v1

1.0−v1

�� = 2.0016 × 1014；

– 放大误差：运算输入 v1包含一个非常小的误差 3.9964×10−18。然而，由于该

运算的原子状态函数非常大，运算结果中的误差将被放大为 7.9928×10−4；
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表 4.1 样例函数 f 以及浮点数程序 f̂ : foo(x)的误差积累过程

样例函数： f (x) = 1 − cos(x)
x2 lim

x→0
f (x) = 1

2

浮点数程序
f̂ : foo(x) 运算输入值

原子状态
函数 Γop

浮点数运算结果 f̂
运算结果
包含的
相对误差

foo(double x):

v1=cos(x) 1.0e-7 1.0000e-14 9.99999999999995004e-01 3.9964e-18

v2=1.0-v1 1.0,
9.99999999999995004e-01

2.0016e+14,
2.0016e+14 4.99600361081320443e-15 7.9928e-04

v3=x*x 1.0e-7,
1.0e-7

1,
1 9.99999999999999841e-15 6.8449e-17

v4=v2/v3 4.99600361081320443e-15,
9.99999999999999841e-15

1,
1 4.99600361081320499e-01 7.9928e-04

return v4

– 引入误差：约为 1个 ULP误差，由于放大误差非常大，引入误差可以忽

略不计。

• 原子运算 3：v3 = x * x

– 原子状态函数：Γ×(x) = 1。乘法的原子状态函数始终为 1，即对于乘法运

算，输入中包含的误差将直接传到输出中，既不放大也不缩小。

– 放大误差：由于变量 x是精确值，因此本次原子运算没有放大误差；

– 引入误差：6.8449 × 10−17，引入误差小于 1个 ULP误差。

• 原子运算 4：v4 = v2 / v3

– 原子状态函数：Γ÷(v2) = Γ÷(v3) = 1；

– 放大误差：输入值 v2 所包含的相对误差 7.9928 × 10−4 将被传到输出中

（放大系数，即原子状态函数为 1），输入值 v3所包含的相对误差非常小，

可以忽略不计；

– 引入误差：约为 1个 ULP误差，由于放大误差非常大，引入误差可以忽

略不计。

该样例表明：

• 浮点数运算结果的显著误差可能是由于一个或多个显著的误差放大过程所导致

的；

• 原子状态函数可以精确的计量每一个原子运算对误差的放大倍数；

• 原子状态函数的计算不会受到导函数 f ′(x)未知的影响。因为所有原子运算的导
函数 f ′(x)的表达式都可以事先计算好，直接用于在分析过程中计算原子状态函
数 Γf (x)。
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4.4.3 原子状态函数与误差累积模型

本章的第 4.4.2节使用了一个简单的样例展示原子状态函数与误差的联系。本小节

中，将使用形式化的规则对原子状态函数与浮点数误差的关联进行更严谨的描述与讨

论。

原子状态函数的定义

本章在第 4.3 节中已经讨论了组成浮点数程序的原子运算与状态函数的概念。本

章将原子运算上的状态函数定义为原子状态函数。为了具体定义原子状态函数与原子

运算中误差的关联，本节首先讨论一元运算，形如 z = op(x)：
• x为一元运算的输入，并且携带了一个小的误差 εx；

• Γop(x)为该运算 op的原子状态函数；

• z为一元运算的输出，携带一个未知的误差 εz；

• µop(x)为一元运算的引入误差（见第 4.3.1节中讨论）。

根据第 4.3 节中讨论，原子运算 op 会把输入携带的误差 εx 放大原子状态函数

Γop(x)的倍数，即放大误差为 εxΓop(x)；同时，原子运算 op还会引入一个约为 1个 ULP

误差的引入误差，即 µop(x)。所以，输出 z中携带的误差 εz 可以表示为：

εz = εxΓop(x) + µop(x) (4.1)

同理，公式 4.1可以使用相同的规则扩展至二元运算 z = op(x, y)，例如 z = x + y：

εz = εxΓop,x(x, y) + εyΓop,y(x, y) + µop(x, y) (4.2)

其中 Γop,x(x, y)和 Γop,y(x, y)是基于偏导数的原子状态函数。

基于原子状态函数的误差累积模型

接下来，本节将基于公式 4.1与公式 4.2，提出基于原子状态函数的误差累积模型。

首先考虑一个简单的样例：

1 double bar(double x) {
2 double v1,v2,v3; // 中间变量
3 double y; // 运算结果
4 v1 = f1(x);
5 v2 = f2(v1);
6 v3 = f3(v1,v2);
7 y = f4(v3);
8 return y; }
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其中 f1至 f4为 4个原子运算，例如 sin，log，+，sqrt等。根据公式 4.1与公式 4.2，每

个运算的原子状态函数如下：

εx = µinit

εv1 = εxΓf1 + µ f1

εv2 = εv1Γf2 + µ f2

εv3 = εv1Γf3,v1 + εv2Γf3,v2 + µ f3

εy = εv3Γf4 + µ f4

将上述公式联合展开，则可以得到：

εy =

x→v1→v3→y︷           ︸︸           ︷
µinitΓf1Γf3,v1Γf4 +

x→v1→v2→v3→y︷               ︸︸               ︷
µinitΓf1Γf2Γf3,v2Γf4

+

v1→v3→y︷      ︸︸      ︷
µ f1Γf3,v1Γf4 +

v1→v2→v3→y︷          ︸︸          ︷
µ f1Γf2Γf3,v2Γf4

+

v2→v3→y︷      ︸︸      ︷
µ f2Γf3,v2Γf4 +

v3→y︷︸︸︷
µ f3Γf4 +

y︷︸︸︷
µ f4

在该公式中可以看到，每次原子运算的引入误差 µ 会被后续的数据流路径中的

原子状态函数 Γop 放大。例如对于变量 x 而言，其有两条数据流路径到运算结果 y：

x → v1 → v3 → y 对应于公式中的第一项；x → v1 → v2 → v3 → y 对应于公式中的

第二项。根据上述讨论，可以形式化的对误差累积模型进行表述和定义：

• P为一个浮点数程序；

• E 为程序 P中原子运算的集合；

• V 为程序中浮点数变量的集合；

• G : ⟨V,E⟩为程序的动态数据流图，y为运算结果。图中V为图中点的集合，E为图

中边的集合。对于每个执行的一元原子运算 γ = op(α)，有一条边 op : α→ γ；对

于每个执行的二元原子运算 γ = op(α, β)，有两条边 opα : α→ γ和 opβ : β→ γ；

• m = [α, β, . . . , y]为数据流图 G中的一条由 α至 y的数据流路径；

• M(α)为所有由节点 α至运算结果 y的数据流路径的集合；

• res(op) : op→ γ为原子运算 op到其运算结果 γ的映射关系。

根据上述定义，误差累积模型可以表示为：

εy =
∑
e∈E

(
µe ·

∑
m∈M(res(e))

∏
op∈m
Γop

)
(4.3)

公式 4.3可以证明本章的核心发现，即浮点数运算结果的误差 εy 只由原子状态函

数 Γop和引入误差 µ所决定，由于引入误差非常小（不超过 2个ULP误差，见第 4.3.1节
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中讨论），原子状态函数是影响浮点数误差的核心因素。

原子状态函数的计算

根据第 4.3.2节中讨论，通常而言，对于一个任意的函数 f (x)，由于其导函数 f ′(x)
的表达式未知，计算其状态函数 Γf (x)比计算原函数 f (x)要困难的多。不同于传统的
状态函数，由于本章考虑的是原子运算上的状态函数，而所有的原子运算的导函数都

具有初等表达式的形式，可以事先计算好。因此，计算原子状态函数是十分简单的。

表 4.2 原子状态函数计算公式

原子运算 op 原子状态函数 Γop 触发误差区域

op(x, y) = x + y Γ+,x(x, y) =
��� x
x+y

���, Γ+,y(x, y) = ��� y

x+y

��� x ≈ −y

op(x, y) = x − y Γ−,x(x, y) =
��� x
x−y

���, Γ−,y(x, y) = ���− y

x−y

��� x ≈ y
op(x, y) = x × y Γ×,x(x, y) = Γ×,y(x, y) = 1 -
op(x, y) = x ÷ y Γ÷,x(x, y) = Γ÷,y(x, y) = 1 -

op(x) = sin(x) Γsin(x) = |x · cot(x)| x → nπ, n ∈ Z
op(x) = cos(x) Γcos(x) = |x · tan(x)| x → nπ + π

2 , n ∈ Z
op(x) = tan(x) Γtan(x) =

��� x
sin(x) cos(x)

��� x → nπ
2 , n ∈ Z

op(x) = arcsin(x) Γarcsin(x) =
��� x√

1−x2 ·arcsin(x)

��� x → −1+, x → 1−

op(x) = arccos(x) Γarccos(x) =
���− x√

1−x2 ·arccos(x)

��� x → −1+, x → 1−

op(x) = arctan(x) Γarctan(x) =
��� x
(x2+1)·arctan(x)

��� -

op(x, y) = arctan( y
x
) Γatan2,x(x, y) = Γatan2,y(x, y) =

��� xy

(x2+y2) arctan( yx )
��� -

op(x) = sinh(x) Γsinh(x) = |x · coth(x)| x → ±∞
op(x) = cosh(x) Γcosh(x) = |x · tanh(x)| x → ±∞
op(x) = tanh(x) Γtanh(x) =

��� x
sinh(x) cosh(x)

��� -

op(x) = exp(x) Γexp(x) = |x | x → ±∞
op(x) = log(x) Γlog(x) =

��� 1
log x

��� x → 1

op(x) = log10(x) Γlog10(x) =
��� 1
log x

��� x → 1

op(x) =
√

x Γsqrt(x) = 0.5 -
op(x, y) = xy Γpow,x(x, y) = |y |, Γpow,y(x, y) =

��y log(x)
�� x → 0+, y → ±∞

表 4.2中展示了第 4.3.1节中讨论的所有原子运算的原子状态函数的计算公式。其

中，触发误差的区域是指，当运算的输入在该区域时，原子状态函数将会显著增大，进

而使得该运算可能会将误差显著放大。

通过分析表 4.2中的原子状态函数的极值，可以将原子运算分为两类：
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• 潜在不稳定运算：包括 +，-，sin，cos，tan，arcsin，arccos，cosh，exp，pow，log，

log10。对于这些潜在不稳定运算，如果其输入在触发误差区域内，则这些运算

的原子状态函数 Γop将趋近于正无穷。此时，输入中携带的任何误差都将被显著

放大，使得运算结果携带显著的误差，变得非常不准确；

• 稳定运算：包括 ×，÷，arctan，arctan2，sqrt。对于这些稳定运算，由其原子状

态函数表达式的值域可知，其原子状态函数 Γop始终不大于 1。因此，在任何情

况下，稳定运算都不会造成显著的误差放大效应。

4.4.4 基于原子状态函数的搜索过程

经过上述讨论，本章已经发现并证明了原子状态函数与浮点数运算误差之间的关

联，同时提出了基于原子状态函数的误差累积模型。为了分析浮点数误差，本章提出

了基于搜索的分析方法 Atomu。对于浮点数程序，Atomu尝试在每个潜在不稳定运算

上搜索会触发最大原子状态函数的测试用例。其搜索步骤过程可以表述为如下形式：

1. 生成一组初始的测试用例；

2. 使用上述测试用例执行待分析的浮点数程序；

3. 收集运行时信息，计算每个（潜在不稳定）原子运算的原子状态函数；

4. 根据已有的信息继续生成新的测试用例，目标为触发更大的原子状态函数；

5. 重复上述第 2步至第 4步中的步骤，直到满足搜索终止条件；

6. 对于每一个（潜在不稳定）原子运算，返回找到的最大的原子状态函数以及其

对应的测试用例。

本章使用一种进化搜索算法作为上述搜索过程的具体实现。进化搜索算法 [4] 是

一种解决最优化问题的全局搜索算法。在本章的搜索过程中，搜索个体为测试用例，搜

索空间为所有可行的浮点数程序输入，搜索目标为最大化原子状态函数。

算法 4.1描述了本章提出的进化算法框架。该算法中有 3个核心步骤，分别为初始

化种群、选择、和变异。接下来本小节将具体解释算法中的各个步骤和细节。

初始化种群

首先，该搜索算法将均匀的在搜索空间中生成个体——即浮点数测试用例（第 2

行），然后在待分析的浮点数程序上运行所有的测试用例，收集运行时信息，计算所有

潜在不稳定运算上的原子状态函数（第 3-4行），供后续步骤使用。

在第 4.4.3节中已有讨论，所有的原子运算可以按照其原子状态函数的数学性质分

为稳定运算和潜在不稳定运算。由于稳定运算的原子状态函数始终不大于 1，该算法只
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算法 4.1:进化搜索算法
输入: 插桩后的浮点数程序 P
输入: 初始化种群大小 initSize
输入: 迭代次数 iterSize
输出: 一组测试用例 X = {x1, x2, . . . , xn}，对应每个原子运算 {op1,op2, . . . ,opn}

1 X ← ∅
2 initTests←生成初始种群 (initSize)
3 for test in initTests do
4 计算所有原子状态函数 (test)
5 for opi in P do
6 if opi 是潜在不稳定运算 then
7 Ti ←初始种群
8 for j ← 0 to iterSize do
9 x←选择测试用例 (Ti,opi)

10 x’←变异测试用例 (x, j)
11 ac’←计算原子状态函数 (opi, x’)
12 Ti.添加 ({x’, ac’})
13 {xi, aci}←最优个体 (Ti)
14 if aci >不稳定阈值 then
15 X .添加 (xi)

16 return X

关注潜在不稳定运算（第 5-6行），并且在每个潜在不稳定运算上，不断进行迭代搜索，

尝试找到最大的原子状态函数（第 8-12行）。

在每次迭代搜索的过程中，进化算法首先选择一个测试用例（第 9行），对其进行

变异（第 10行），然后执行变异后的测试用例并计算新的原子状态函数（第 11行），并

将其放入种群中（第 12行）。

在迭代搜索结束后，算法检查在运算 opi 上找到的最大的原子状态函数是否大于

不稳定阈值（第 13-14行），如果大于阈值的话，则将对应的测试用例加入输出集合中

（第 15行）。

最后，在所有运算上的搜索都结束后，输出集合 X 将包含一系列会触发显著原子

状态函数的测试用例 {x1, x2, . . . , xn}，每一个测试用例 xi都对应了一个原子运算 opi，且

其原子状态函数 Γopi(xi)大于不稳定阈值。

选择

选择步骤是进化算法的一个核心步骤。在选择步骤中（第 9行），选择目标是以较

大的概率选择较优的个体，使其进入后续进化步骤。在本章中，较优的个体即为触发

较大原子状态函数的个体。本章提出的进化算法使用了基于排名的选择算法 [6]，即根
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据个体的原子状态函数大小进行排名，然后按照其排名进行选择操作。

具体而言，选择步骤中需要给每一个个体分配一个被选择的概率。本章使用了基

于几何分布的概率分配算法 [75]计算概率。假设测试用例 tr 对应的原子状态函数在所

有的 M 个测试用例中排名为 r，则其分配的概率为：

P(tr ) =
α(1 − α)r−1∑M
j=1 α(1 − α)j−1

其中 α 为几何分布的参数。该几何分布在排序后的测试用例序列上模拟了独立伯努

利过程 [54]。例如，假设共有 10 个测试用例 M = 10，几何分布的参数为 α = 0.2，

则测试用例被选取的概率从大到小为 20%,16%,12.8%, . . . ,2.7%。为了满足所有个体

被选取的概率之和为 1，对上述几何分布的概率经过归一化后，其实际被选取概率为

22.4%,17.9%,14.3%, . . . ,3%。

变异

变异步骤是进化算法的另一个核心步骤。在变异步骤中（第 10行），其目标是对

于被选择的个体，在其邻域内生成一个新的个体。变异步骤的核心思路是，在较优个

体的邻域内进行搜索，有更大的可能性找到更优的个体。本章的进化算法使用了一种

常用的变异方法对测试用例进行变异，即在被选择的个体加入一个均值为 0的正态分

布随机变量进行变异 [4]：

t ′ = t + t · N(0,σj)

其中，j 为迭代次数的计数器，而 σj 为正态分布的方差参数。σj 参数控制了搜索邻域

的大小，例如，若被选取的测试用例 t = 1.2，对于一个较大的 σj 参数，变异后的个体

可能为 1.3，而对于一个较小的 σj 参数，变异后的个体可能为 1.2003。本章使用的变

异策略为在迭代过程中不断缩小搜索的邻域，即随着迭代计数器 j 的增加，σj 参数随

之减小：

σj = σ
(N−j)/N
st · σ j/N

end

其中 N 为总的迭代次数，σst 和 σend 是迭代开始时的参数和迭代结束时的参数。例如，

假设邻域搜索参数为 σst = 10−1 和 σend = 10−7，且迭代次数为 N = 100。则在第 1次迭

代时，邻域搜索参数为 σ0 = 10−1 在第 50次迭代时，邻域搜索参数为 σ50 = 10−4 在最

后一次迭代时，邻域搜索参数为 σ100 = 10−7。

4.4.5 搜索结果排序

本章第 4.4.4节中提出了基于原子状态函数的搜索过程。在搜索结束后，将返回一

组会触发显著原子状态函数的测试用例集合 X = {x1, x2, . . . , xn}。由于显著的原子状态
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函数并不保证总是会触发显著的误差，因此，仍然需要对相关测试用例进行进一步验

证，检查其是否会产生实际的误差。

无论是手动对测试用例进行检查，还是使用自动化的测试预言生成工具进行检查，

都可以对测试用例进行排序 [23]，以提高测试和分析的效率。本小节基于第 4.4.3章中

提出的误差累积模型，提出了一种简单快速的搜索结果排序算法。

考虑第 4.4.3章中的样例程序，其在误差积累模型下的运算结果的误差公式为：

εy =µinitΓf1Γf3,v1Γf4 + µinitΓf1Γf2Γf3,v2Γf4

+ µ f1Γf3,v1Γf4 + µ f1Γf2Γf3,v2Γf4

+ µ f2Γf3,v2Γf4 + µ f3Γf4 + µ f4

在上述公式中可以发现，距返回值运算越近的运算，在误差公式中具有越高的重

要性。例如 Γf4 在除了最后一项的每一项中出现，意味着大的 Γf4 更有可能导致结果中

大的误差。从形式化的公式中同样可以的相同的结论：

εy =
∑
e∈E

(
µe ·

∑
m∈M(res(e))

∏
op∈m
Γop

)
越靠后的运算出现在越多的数据流路径中，因而具有更大的权重及重要性。

综上所述，本章根据上述发现提出了一种简单的搜索结果排序算法：对于搜索结

果中的测试用例 xi 和其对应的原子运算 opi，本章使用 stepi 表示运算 opi 至返回值的

最少运算数。然后根据 stepi 对搜索结果进行排序，stepi 越小，则其对应的测试用例 xi

排序越靠前。

4.5 工具实现

本章实现了基于搜索的白盒分析工具 Atomu，Atomu可以对给定的浮点数程序进

行插桩，对浮点数误差进行检测和分析，生成会触发显著误差的浮点数测试用例，以

及对应的导致显著误差的原子运算。

程序插桩

程序插桩的目标是获取程序的运行时状态，用于计算每个原子运算的原子状态函

数。插桩由如下步骤组成：

1. 源代码 → LLVM IR 中间码：该步骤将源代码文件——例如 sample.c ——编

译至 LLVM IR 中间码（LLVM Intermediate Representation） [42]。Atomu 使用

Clang 1对 C/C++程序进行编译；

1 https://clang.llvm.org/
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2. 对 LLVM IR中间码进行插桩：该步骤将对 LLVM IR中间码中的指令进行扫描。

对于每个浮点数原子运算，该步骤会插入一个外部的函数调用，将运算的类型，

输入值，以及指令 id作为参数传给外部函数调用；

3. LLVM IR中间码→插桩后的运算库：该步骤编译对插桩后的 LLVM IR中间码，

生成一个插桩后的运算库。对于任何外部程序，例如本章提出的搜索模块，都

可以通过调用该运算库的方式获取 sample.c文件的运行时信息。

搜索算法

Atomu 使用 C++ 语言实现了第 4.4.4 节提出的进化算法。对于其中的随机变量，

Atomu使用了C++中的随机数生成库（<random> 运算库）中的函数进行实现，例如使

用uniform_real_distribution生成均匀分布的随机变量，使用geometric_distribution

生成几何分布的随机变量等。

对于搜索算法中的参数，初始化的种群大小为 100000，迭代次数为 10000，变异

步骤中的邻域搜索参数为 σst = 10−2 以及 σend = 10−13。上述参数可以根据实际需求进

行调整。

4.6 实验评估

本节分为实验设计和实验结果两个部分。

4.6.1 实验设计

实验对象

本章的实验对象为一系列来自于 GNU科学计算库（GNU Scientific Library）中的

函数。GNU科学计算库是一个开源的科学计算库，包含大量常用的数值计算函数，例

如贝塞尔函数（Bessel Functions），指数积分（Exponential Integrals），Γ函数（Gamma

Functions）等。GNU科学计算库被广泛应用于各类浮点数程序中，也是相关浮点数误

差分析文献的实验对象 [9, 68, 77]。

在GNU科学计算库包含的所有函数中，本章选取了其中输入和输出都为浮点数类

型的共 88个函数作为本章的实验对象。

理想结果获取

本章提出的白盒分析方法 Atomu 在完整的分析过程中都不需要使用测试预言。

Atomu 的分析结果为一组高度可疑的会触发显著误差的测试用例。由于分析结果通

常较小（平均每个函数 11个测试用例，见第 4.6.2节），开发者可以手动对结果进行后
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续的调试，或使用自动化的测试预言生成工具辅助调试。为了验证 Atomu的效果，本

章使用第二章提出的测试预言生成工具 PsoHunter，以及 mpmath [87]获取测试预言，

验证 Atomu检测和分析浮点数误差的效果。

实验步骤

本章实验由以下几部分组成：

• 第一部分通过实验验证 Atomu 检测不稳定运算的效果。在该实验中，将验证

Atomu在实验对象中能找到多少触发显著原子状态函数的测试用例，即发现其

检测不稳定运算的效果；

• 第二部分通过实验验证 Atomu检测与分析浮点数误差的效果。在该实验中，将

验证 Atomu在实验对象中能找到多少触发显著误差的测试用例，并与已有工作

进行比较，验证 Atomu检测与分析误差的效果；

• 第三部分通过实验验证 Atomu 的运行开销。在该实验中，将比较 Atomu 与已

有工作的运行开销，验证 Atomu的运行效率。

4.6.2 实验结果

本小节将介绍实验评估的结果。本节内容与上述实验步骤相对应，分别为：

• Atomu检测不稳定运算的效果；

• Atomu检测与分析浮点数误差的效果；

• Atomu的运行开销。

Atomu检测不稳定运算的效果

表 4.3 Atomu检测不稳定运算的实验结果

GSL函数包含的运算 浮点运算
潜在

不稳定运算
不稳定运算

Atomu
检测结果

每个函数平均值 90.4 39.8 11.8 11.8

所有函数总值 7957 3948 1037 1037

表 4.3中展示了 Atomu检测不稳定运算的实验结果。在表中，所有数量的单位为

浮点数运算的个数。其中：

•“浮点运算”列展示了实验对象——即每个 GSL 函数——平均包含的浮点运算

数量以及总计浮点运算数量；

•“潜在不稳定运算”列显示了在 GSL函数中，约 44%（39.8/90.4 ≈ 0.44）的运

算为潜在不稳定运算，例如 sin，log等运算（见第 4.4.3节中讨论）；
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•“不稳定运算”列显示了实际包含的不稳定运算的个数。不稳定运算的定义为，

至少存在一个测试用例，使得该运算的原子状态函数大于 10；

•“Atomu检测结果”列与不稳定运算列具有相同的数值，因为对于每个不稳定运

算，Atomu只保留触发最大原子状态函数的测试用例。

表 4.3中 Atomu的检测结果显示，约为 13%（11.8/90.4 ≈ 0.13）的浮点数运算为

实际的不稳定运算，Atomu至少可以找到一个测试用例，使得不稳定运算在该测试用

例的执行过程中将误差显著放大。

Atomu检测与分析浮点数误差的效果

最大发现误差 函数个数

Errrel ∈ [0,10−15) 31
Errrel ∈ [10−15,10−12) 13
Errrel ∈ [10−12,10−9) 2
Errrel ∈ [10−9,10−6) 0
Errrel ∈ [10−6,10−3) 0
不显著误差 46

Errrel ∈ [10−3,1) 29
Errrel ∈ [1,103) 3
Errrel ∈ [103,+∞) 10
显著误差 42

Total 88

图 4.2 Atomu检测浮点数误差的实验结果

图 4.2 中展示了 Atomu 在 88 个实验对象函数上发现的最大误差。左侧的直方图

展示了最大误差在 GSL函数中的分布。图中结果显示，GSL函数按照最大误差可以被

分为两类，对应为图中的两个峰值区域：直方图左侧的函数最大误差小于 10−9，即这

些函数不涉及误差问题，其运算结果始终准确；直方图右侧的函数最大误差大于 10−3，

即这些函数受到浮点数误差问题的影响，在某些测试用例下，其计算结果包含显著的

误差。

图 4.2 中右侧的表格显示了具体的函数分布。由于上述两类函数的最大误差具有

显著的区别：一部分小于 10−9，另一部分大于 10−3，两类函数的最大误差相差十万倍

以上。同时，相对误差大于 10−3对于 double类型的浮点数而言已经是非常大的误差。

因此，本章将运算结果大于 10−3的函数定义为具有显著浮点数误差问题的函数。

实验结果表明，本章提出的白盒分析技术 Atomu发现约 47.7%的 GSL函数具有

显著的浮点数误差问题。
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DEMC [77]是已有的浮点数误差检测工作。DEMC的实验对象为 49个 GSL函数，

为本章实验对象的子集。

表 4.4与表 4.5中显示了 Atomu与 DEMC的实验结果对比。在 DEMC的 49个实

验对象函数上，DEMC可以发现 20个有显著误差的函数，而 Atomu可以发现 28个。

同时，Atomu发现的 28个函数中包含了所有 DEMC发现的 20个函数，显示了 Atomu

检测与分析浮点数误差的效果显著优于 DEMC。Atomu 找到而 DEMC 未找到的具有

显著误差的函数在表表 4.4中高亮显示。

为了验证 Atomu的分析结果是否存在假阳性或假阴性问题，本章随机抽取了一部

分一部分函数进行进一步验证。

对于假阳性问题，本章通过使用两种不同的测试预言生成工具进行验证，即第二章

提出的 PsoHunter 以及 mpmath [87] 分别计算测试预言。实验结果表明，PsoHunter

与 mpmath生成的测试预言一致，Atomu生成的测试用例确实可以在 42个具有显著误

差的函数上触发显著误差，不涉及假阳性问题。

对于假阴性问题，通过实验“完全”证明不存在假阴性问题是不现实的：必须对所

有可能的测试用例进行测试，才能证明显著误差不存在，而所有可能的测试用例至少

有 264个，且随着函数参数的增加而指数增长。因此，本章从实践角度进行验证：将搜

索中的初始种群数量和迭代次数同时提高 1000倍，极大增加了搜索过程的搜索次数和

时间。实验结果表明，在密集测试的实验结果中，上述函数的最大发现误差与之前保

持了相同的数量级，没有发生显著变化——即没有发现新的具有显著误差的函数。因

此，该结果在实践角度表明 Atomu不涉及假阴性问题。

为了尽早发现搜索结果中更可疑的测试用例，本章第 4.4.5 节中提出的对搜索结

果排序的方法。本章通过实验验证对搜索结果排序和未排序（每次随机选取）的效果。

图 4.3展示了，对于Atomu的搜索结果，排序选取和随机选取的检测误差效果。图 4.3结

果表明，对于所有的 42个有显著误差问题的函数：

• 使用第 4.4.5节中的排序算法，可以在只检测 top-1的情况下发现 74%的误差问

题；只检测 top-4的情况下发现 95%的误差问题；

• 未对结果进行排序时，相对应的比例仅为 21%和 57%。

上述结果表明，第 4.4.5节提出的排序算法非常有效，同时也证明了 Atomu的分析结

果可靠，生成的测试用例很可能触发显著的浮点数误差问题。

综上所述，在 Atomu检测与分析浮点数误差的效果上，Atomu能检测到 47.7%的

实验对象具有显著的浮点数误差问题。相比于已有工作，检测效果提高了 40%。同时，

Atomu的分析结果可靠，不涉及假阳性和假阴性问题。最后，Atomu使用的排序算法

可以有效对分析结果中的测试用例进行排序。
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表 4.4 42个具有显著误差的函数的实验数据

函数名
最大
发现误差

Atomu
运行时间
（秒）

DEMC是否
发现显著误差

DEMC
运行时间
（秒）

gsl_sf_airy_Ai 6.64E+03 0.94 3 112.35
gsl_sf_airy_Bi 2.89E+09 0.88 3 91.37
gsl_sf_airy_Ai_scaled 1.40E+04 0.95 -
gsl_sf_airy_Bi_scaled 4.91E+09 0.93 -
gsl_sf_airy_Ai_deriv 3.70E-03 0.37 3 203.47
gsl_sf_airy_Bi_deriv 2.20E-01 0.37 3 188.82
gsl_sf_airy_Ai_deriv_scaled 1.09E-02 0.36 -
gsl_sf_airy_Bi_deriv_scaled 1.26E-02 0.39 -
gsl_sf_bessel_J0 5.97E-02 0.68 3 2079.15
gsl_sf_bessel_J1 1.79E-01 0.72 3 1777.88
gsl_sf_bessel_Y0 7.93E-02 0.64 3 325.22
gsl_sf_bessel_Y1 1.04E-01 0.69 3 753.16
gsl_sf_bessel_j1 2.17E-03 0.07 -
gsl_sf_bessel_j2 4.99E-03 0.07 -
gsl_sf_bessel_y0 1.72E+04 0.22 -
gsl_sf_bessel_y1 9.58E+03 0.56 -
gsl_sf_bessel_y2 1.46E+04 0.60 -
gsl_sf_clausen 9.36E-01 0.25 3 471.55
gsl_sf_dilog 5.52E-01 0.27 7 459.64
gsl_sf_expint_E1 2.92E-02 0.43 7 96.18
gsl_sf_expint_E2 2.40E+00 0.49 7 165.38
gsl_sf_expint_E1_scaled 2.92E-02 0.63 -
gsl_sf_expint_E2_scaled 3.01E+212 0.62 -
gsl_sf_expint_Ei 1.11E-02 0.44 3 112.66
gsl_sf_expint_Ei_scaled 1.41E-01 0.63 -
gsl_sf_Chi 1.28E-01 0.80 3 199.98
gsl_sf_Ci 5.74E+02 1.46 3 84.80
gsl_sf_lngamma 3.06E-01 0.32 7 106.87
gsl_sf_lambert_W0 3.11E-01 0.11 7 309.05
gsl_sf_lambert_Wm1 1.00E+00 0.12 -
gsl_sf_legendre_P2 3.81E-02 0.02 3 1168.49
gsl_sf_legendre_P3 3.72E-02 0.02 3 908.69
gsl_sf_legendre_Q1 1.28E-02 0.04 3 995.65
gsl_sf_psi 9.89E-01 0.60 3 187.66
gsl_sf_psi_1 1.40E-01 0.33 3 165.71
gsl_sf_sin 2.90E+09 0.26 7 135.14
gsl_sf_cos 7.96E+03 0.26 7 130.22
gsl_sf_sinc 1.00E+00 0.37 7 149.43
gsl_sf_lnsinh 2.64E-01 0.03 3 236.93
gsl_sf_zeta 1.29E-02 0.98 3 584.12
gsl_sf_zetam1 2.26E-03 1.11 -
gsl_sf_eta 1.53E-02 1.05 3 668.39

显著误差组函数平均运行时间 0.5 459.6
所有函数平均运行时间 0.34 585.8
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表 4.5 46个无显著误差的函数的实验数据

函数名
最大
发现误差

Atomu
运行时间
（秒）

DEMC是否
发现显著误差

DEMC
运行时间
（秒）

gsl_sf_bessel_I0 2.37E-16 0.16 7 191.23
gsl_sf_bessel_I1 2.21E-16 0.17 7 189.81
gsl_sf_bessel_I0_scaled 1.92E-16 0.29 -
gsl_sf_bessel_I1_scaled 0.00E+00 0.29 -
gsl_sf_bessel_K0 2.64E-16 0.19 7 3336.70
gsl_sf_bessel_K1 1.70E-16 0.20 7 7905.00
gsl_sf_bessel_K0_scaled 1.44E-16 0.18 -
gsl_sf_bessel_K1_scaled 1.69E-16 0.19 -
gsl_sf_bessel_j0 1.12E-16 0.04 -
gsl_sf_bessel_i0_scaled 0.00E+00 0.02 -
gsl_sf_bessel_i1_scaled 4.87E-15 0.03 -
gsl_sf_bessel_i2_scaled 0.00E+00 0.03 -
gsl_sf_bessel_k0_scaled 0.00E+00 0.01 -
gsl_sf_bessel_k1_scaled 0.00E+00 0.01 -
gsl_sf_bessel_k2_scaled 0.00E+00 0.01 -
gsl_sf_ellint_Kcomp 1.79E-10 0.37 7 48.44
gsl_sf_ellint_Ecomp 1.27E-15 0.81 -
gsl_sf_erfc 8.13E-16 0.28 7 205.25
gsl_sf_log_erfc 5.37E-16 0.20 7 295.88
gsl_sf_erf 9.10E-17 0.27 7 71.04
gsl_sf_erf_Z 0.00E+00 0.02 -
gsl_sf_erf_Q 8.64E-15 0.29 -
gsl_sf_hazard 7.78E-15 0.23 -
gsl_sf_exp 0.00E+00 0.01 7 46.14
gsl_sf_expm1 2.58E-14 0.02 7 39.11
gsl_sf_exprel 1.52E-14 0.02 -
gsl_sf_exprel_2 5.51E-11 0.03 -
gsl_sf_Shi 4.21E-16 0.63 7 151.78
gsl_sf_Si 1.88E-16 0.56 7 657.17
gsl_sf_fermi_dirac_m1 0.00E+00 0.02 -
gsl_sf_fermi_dirac_0 1.51E-14 0.02 -
gsl_sf_fermi_dirac_1 3.97E-16 0.30 -
gsl_sf_fermi_dirac_2 3.82E-16 0.30 -
gsl_sf_fermi_dirac_mhalf 1.72E-15 0.42 -
gsl_sf_fermi_dirac_half 1.42E-14 0.44 -
gsl_sf_fermi_dirac_3half 8.74E-15 0.41 -
gsl_sf_gamma 1.99E-14 0.24 7 197.16
gsl_sf_gammainv 8.67E-14 0.51 7 207.41
gsl_sf_legendre_P1 0.00E+00 0.01 7 416.00
gsl_sf_legendre_Q0 7.66E-17 0.04 7 659.26
gsl_sf_log 1.11E-16 0.02 7 154.74
gsl_sf_log_abs 1.85E-17 0.02 7 245.43
gsl_sf_log_1plusx 1.30E-16 0.12 7 120.50
gsl_sf_log_1plusx_mx 1.53E-16 0.11 7 347.54
gsl_sf_synchrotron_2 6.16E-13 0.17 -
gsl_sf_lncosh 0.00E+00 0.04 7 441.09

无误差组函数平均运行时间 0.19 758.4
所有函数平均运行时间 0.34 585.8
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图 4.3 搜索结果排序效果

Atomu的运行开销

由于 Atomu的分析过程不涉及测试预言的调用，只在分析结束后需要测试预言对

结果进行最终验证。因此相比于已有工作，Atomu理论上的运行开销要小的多。本章

通过实验验证了上述讨论。

已有工作中，DEMC [77]使用了全局的 MCMC搜索算法，并且也在 GSL实验对

象上进行了实验。由于实验对象都是 GSL函数，本章将 Atomu的运行效率与 DEMC

进行对比，验证 Atomu的运行效率。

实验结果表明，Atomu在每个 GSL函数上，平均需要 0.34秒进行分析，需要 0.09

秒调用测试预言对结果进行验证。因此，分析一个函数的总耗时为 0.43秒。相比之下，

DEMC分析一个 GSL函数的平均耗时为 585.8秒。Atomu比 DEMC的运行速度快了

1362倍。同时，由于 Atomu并不指定搜索的区间，对于任何函数都假定其初始搜索空

间为 (−∞,+∞)，而 DEMC需要对每个函数指定搜索空间，减小其搜索范围。例如，对

于 gsl_sf_eta函数，DEMC只在 (−168,100)的范围内进行搜索。因此，该项实验并
非公平的比较，其显著偏向于 DEMC。即使如此，Atomu仍然比 DEMC的运行效率高

了 1000倍以上。
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4.6.3 实例分析

本小节通过具体分析一个实验对象函数 gsl_sf_lngamma(x)，来展示 Atomu是

如何对实践中的浮点数程序进行分析的。

按照 GSL的文档 2，上述函数在 x > 0时计算了对数 Gamma函数，即 log(Γ(x))；
对于 x ≤ 0的情况，上述函数将返回 log(Γ(x))的实数部分，等价与 log(|Γ(x)|)。该函数
使用了数值分析中的 Lanczos算法计算 Gamma函数 [41]。

Atomu的分析结果显示，对于上述函数，其输入为 −2.457024738220797时会使得

运算结果具有 30.6%的误差。为了进一步分析误差产生的原因以及解释 Atomu分析的

原理，本节手动对上述函数的代码进行了分析。该函数的简化代码如下所述：

1 // inaccurate at x = -2.457024738220797
2 double gsl_sf_lngamma(const double x) {
3 // x < 0 while x is not near an integer.
4 if ( ... ) {
5 double z = 1.0 - x;
6 double lngamma_z = lngamma_lanczos(z);
7 double val = LOG_PI - (log(fabs(sin(PI*z))) + lngamma_z);
8 return val;
9 }

10 else { ... }
11 }

首先，本节讲解释上述代码的逻辑。Lanczos算法 [41]是一种用于计算 Gamma函

数以及对数 Gamma 函数的迭代算法，该算法只在 x > 0 时有效。为了计算 x 为负数

时的对数 Gamma函数，GSL的开发者使用了欧拉反射方程（Euler’s reflection formula）

[64]来避免上述问题：

Γ(z)Γ(1 − z) = π

sin(πz), z < Z (4.4)

因此，使用 z的对数 Gamma函数的运算结果可以间接的得到 x的对数 Gamma函数的

结果，z = 1 − x。下述公式描述了这一推导过程：

log
(��Γ(x)��)

= log
(��Γ(1 − z)

��), x = 1 − z, x < 0, x < Z

= log
(���� π

Γ(z) · sin(πz)

����)
= log(π) − log

(��Γ(z) · sin(πz)
��)

= log(π) −
(
log(|Γ(z)|) + log(| sin(πz)|)

)
(4.5)

2 https://www.gnu.org/software/gsl/doc/html/specfunc.html#gamma-functions
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可以看到，公式 4.4与上述 gsl_sf_lngamma(x)的代码逻辑相一致：其在第 6行使用

Lanczos 算法计算 log(|Γ(z)|)，然后在第 7 行使用与公式 4.4 中的推导结果完全一致的

方式计算 log(|Γ(x)|)。
其次，本节分析 Atomu 是如何生成 −2.457024738220797 这一会触发显著误差的

测试用例的。在上述代码中，运行时信息如下：

1. LOG_PI = 1.1447298858494002是一个常数；

2. lngamma_z = 1.1538716627951078携带了一个 1.58 × 10−15级别的误差；

3. log(fabs(sin(PI*z))) = -0.009141776945711324 携带了一个 4.66 × 10−15 级

别的误差；

4. tmp = lngamma_z + log(fabs(sin(PI*z))) = 1.1447298858493964 携带了
一个 1.50 × 10−15级别的误差；

5. val = LOG_PI - tmp = 3.774758283725532e-15携带了一个 3.06 × 10−1级别的

显著误差。对于最后的减法操作，其原子状态函数为 6.06 × 1014。任何 tmp携

带的微小误差都会被该运算显著放大。

当 Atomu在最后的减法运算上搜索时，会不断生成测试用例，搜索最大的原子状态函

数，并且最终发现 −2.457024738220797这一输入会触发最大的原子状态函数。

最后，本节注意到 gsl_sf_lngamma(x)这一函数也在 DEMC的实验对象中，但

是 DEMC并未在该函数上发现显著的误差。该结果表明本章提出的白盒分析方法具有

更强的误差检测能力。

本实例分析表明，一些实践中广泛应用的科学计算库，即使其长期由专业开发者

进行开发与维护，并使用了各种数值分析方法进行优化——例如 Lanczos 算法以及欧

拉反射方程等，其仍然受到浮点数误差问题的挑战。

4.7 讨论与小结

浮点数误差分析是浮点数程序测试与分析中的关键步骤。由于已有的工作严重依

赖于测试预言，而获取测试预言的运算获取开较大，降低了已有的工作在实践中的可

用性。

本章通过深入分析浮点数误差的特点，提出了“原子状态函数”这一概念，用于

分析浮点数误差的引入，积累，及放大过程。构建了基于原子状态函数的误差积累模

型，并基于该模型提出了针对浮点数误差问题的分析技术 Atomu。该技术可以在白盒

场景下对浮点数程序进行分析，生成会触发显著误差的测试用例，并找到导致该误差
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的浮点数运算。Atomu运算开销低，分析效果好，不依赖于测试预言。实验结果表明，

Atomu具有良好的误差分析能力，其可以在实际项目中发现大量的误差缺陷，比已有

的工作提高了 40%，同时运行效率提高了 1000倍以上。

本章提出的误差分析工具在本文中作为白盒场景下的新搜索目标函数和搜索方法，

成为浮点数程序误差测试与分析的关键技术，解决浮点数误差的稀疏性问题。
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第五章 结论和展望

5.1 本文工作总结

浮点数是编程语言中必不可少的数据类型，尤其大量应用于数值运算、科学计算

类型的程序中，因而被广泛应用于科学、工程、金融等领域。浮点数误差问题是软件

工程与编程语言领域的重要问题。在浮点数程序中，结果必然存在误差，而这种误差

会导致严重的软件错误。在安全攸关软件中，对于浮点数误差的上限有着严格的要求。

因此，浮点数程序的测试和分析技术是保障软件安全的关键技术，具有十分重要的研

究意义。

由于浮点数特殊的数据结构特点，已有的浮点数程序误差测试与分析技术中主要

受到了未知性与稀疏性这两个问题的挑战。

为了保证浮点数程序的质量，从程序测试和程序分析的角度，尽可能的对浮点数

误差进行检测，本文使用了基于搜索的方法对浮点数程序误差进行测试与分析，核心

目标是找到会触发显著误差的测试用例。基于搜索的软件工程使用启发式搜索的方法

解决软件工程问题，其核心包括问题的定义与转化，搜索目标函数的制定，搜索算法

的构建等一系列关键技术。针对浮点数误差问题，基于搜索的方法具有下列特点：

• 是一种动态分析方法；

• 可以给出特定的触发显著误差的测试用例；

• 可以参考及利用最优化问题的搜索算法；

• 可以应用于不同的测试与分析场景下。

基于搜索的方法在具有上述特点的同时，也面临未知性与稀疏性问题的挑战：

• 搜索目标函数的制定与获取，受到测试预言未知性的问题挑战；

• 搜索算法的效果，受到浮点数误差稀疏性问题的挑战。

针对基于搜索的方法面临的上述挑战，本文进行了一系列具有针对性的研究，分

别为：

• 高质量的浮点数测试预言获取方法研究。该研究提出了兼容语义模型，解决了

语义解释错误问题，可以生成正确且准确的测试预言，建立了广泛适用的搜索

目标函数；

• 黑盒场景下的搜索算法研究。该研究提出了特定于浮点数误差问题的高效搜索

算法；

• 白盒场景下的新搜索目标函数研究。该研究提出了一种新的搜索目标函数“原
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子状态函数”，在白盒场景下提高了搜索的有效性并降低了运行开销。

具体而言，上述三种方法相互关联，解决了各个搜索流程中的关键问题，其关系

如图 5.1中所示。

在黑盒场景下，测试预言生成工作可以直接用于计算误差，作为搜索目标；测试

用例生成工作提出了新的搜索算法，以提高搜索的有效性。

在白盒场景下，误差分析方法提出了新的搜索目标，并应用搜索算法对误差进行

搜索；同时测试预言生成工作在最终用于对少量分析结果计算误差，起到结果验证的

作用。使用新的搜索目标可以提高搜索的有效性；仅在最终验证中计算少量的测试预

言，可以降低测试与分析的运行开销。

图 5.1 本文提出的各测试与分析技术之间的联系

上述三种方法从不同角度解决了浮点数误差的未知性与稀疏性问题。上述方法可

以相互配合，在不同的应用场景下形成互补，最终形成一套基于搜索的浮点数程序误

差测试与分析方法。

5.2 未来工作展望

在软件工程中，一个完整的调试过程包括了测试与分析，定位与修复等步骤。由

于浮点数误差问题的复杂性，现阶段浮点数误差的定位与修复工作仍大量依赖于开发

者手动进行，自动化的定位与修复工作尚只能处理表达式级别的程序 [53]。

因此，针对浮点数误差问题的自动化定位与修复技术是未来的一个重要研究方向。

相关技术的发展可以与本文提出的测试与分析技术相结合，使得浮点数误差的调试形

成闭环，进一步保证浮点数程序的质量。

本文工作还可以从下述几方面进行深入研究：

• 误差本质原因分析：本文提出的分析工具 Atomu可以定位误差被显著放大的运

算。然而，在对误差进行修复前，需要首先分析误差产生的根本原因。根本原因

包括误差产生的运算，运算最低的精度要求，误差放大的运算等等。通过分析

上述因素，可以进一步理解浮点数误差的本质，对浮点数误差的修复以及提高

浮点数程序的质量有所帮助。
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• 误差的自动修复：在数值分析领域，对于经典的数值运算函数（例如贝塞尔函

数），已有大量的数值算法对其进行精确计算，尽可能避免了浮点数的运算误差。

然而，相关算法都建立在专业开发者手动构建的基础上。对于任意的浮点数程

序，在发现其运算误差后，如何对其进行自动化的修复，以提高其运算精度，是

一个尚未解决的挑战。

• 运行时精度保证：本文提出的基于原子状态函数的误差积累模型，可以在不使

用高精度类型的条件下，对误差的累积放大过程进行精确的描述。上述模型进

而使得不依赖于高精度类型的误差估计成为可能。由于高精度类型的运算开销

较大，使用上述模型对误差估计的运行开销将显著低于使用高精度类型的技术，

进而使得运行时（时延要求严格的场景）对精度进行保证成为可能。

• 低误差程序生成：程序生成（program synthesis） [31, 46]的目标是生成符合规

约（specification）的程序。如果将规约定义为运算误差不超过一定的阈值，程

序生成技术可用于生成保证计算精度的浮点数程序。在此过程中，将涉及到对

生成的浮点数程序进行误差分析，等价变化，规约优化等一系列问题。

在将来，将进一步对本文所提出的技术进行拓展，尝试解决上述挑战，用于保证

与提高浮点数程序的质量。
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时光荏苒，韶华易逝，距离初次踏入燕园的那个秋天，已经过去了九年。最初的记

忆在脑海中逐渐模糊，发生的故事却在我的成长中留下了不可磨灭的印记。

首先想感谢的，便是北京大学。这里既是无数前辈留下的北大精神的凝聚，也是

现时师生传道授业解惑之所在。在这匆匆又漫长的九年中，在这学术的殿堂中，我得

以聆听名家大师的教诲，和优秀的同侪切磋进步，丰富了学识，增进了思想。本想用
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这种“未名”却又切实存在的北大精神，在千千万万的北大人之间薪火相传，也不断
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域的开拓者，为我国的软件工程事业发展作出了巨大的贡献。我有幸进入他们领导的
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沿的科研问题进行研究，与最优秀的学术同行进行交流合作，在优越与自由的科研环

境下，专注于自己感兴趣且有影响力的课题研究。

由衷感谢我的导师张路教授。张老师是我带领我走入科研殿堂的引路人。还记得

在本科刚进入实验室的时候，张老师在科研上事无巨细的悉心指导，引导我发挥自己

的优势，在科研道路上迅速成长，发表了自己的第一篇学术成果，体会到了科研的乐

趣。在我的整个博士阶段，张老师不仅在学术科研上帮助我成长和进步，也在生活上

给予我关怀与照顾，让我得以从容自信的面对和解决种种问题。张老师对待科研的严

谨态度和深入见解，为人处事的真诚谦虚，我都将铭记于心，并以之为榜样。
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良正直与风趣幽默也时刻感染着我，让我能够自信和坚定的渡过充满挑战的博士生涯。

感谢苏黎世联邦理工学院的苏振东教授。苏老师在本文第三章和第四章的内容形

成过程中提出了许多宝贵的指导意见。感谢苏老师给予我出国交换访问的机会，在瑞

士交流培养的一年是短暂而快乐的。苏老师对于科研问题的敏锐才思以及高屋建瓴的

指导，实验室内自由活跃的学术氛围，都使我受益匪浅，让我对于学术有了更多的兴

109



北京大学博士研究生学位论文

趣以及更大的信心。

感谢小组的指导老师郝丹副教授。郝老师是组内每一位同学的榜样，她的自律精

神和学术热情让组内的同学受益良多。郝老师对同学们全心全意的指导以及严谨的学

术态度，都让我十分敬佩。

感谢金芝老师，胡振江老师，黄罡老师，谢冰老师，陈向群老师，邹艳珍老师，陈
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的博士培养过程中，给予了我很多宝贵的指导意见，让我不断进步。

感谢王然同学和曾沐焓同学和我一起进行了浮点数的相关研究。王然同学参与了

本文第二章内容的讨论，协助完成了第二章中工具的相关实现；曾沐焓同学协助完成

了本文第四章中工具的相关实现。

感谢软工所这个大家庭，感谢软件测试与分析小组的高庆、孟思辰、万馨忆、兰

天、朱沐尧、张洁、叶挺、唐浩、臧磊、王彦博、陈俊洁、臧琳飞、胡文翔、娄一翎、

冯致远、周建祎、孙泽宇、王冠成、郭翊庆、李丰、孙培艺、朱琪豪、张文杰。感谢程

序语言与开发环境小组的悦茹茹、王博、姜佳君、梁晶晶、陈逸凡、章嘉晨、吉如一、

吴宜谦、石元峰、叶振涛。谢谢各位同学在科研和生活上对我的帮助和支持。

感谢我的朋友们，骆宇冲，朱纪乐，贾灏，魏亮晨，唐子豪。同窗几年来，我们有

太多的欢声笑语，我最为珍惜的，便是与你们的这份真挚的友谊。感谢在这里我们相

遇相识，愿友谊地久天长。

感谢我的家人，谢谢爸爸、妈妈、姑姑、叔叔、爷爷奶奶、外公外婆对我无微不至

的关心与照顾。感谢他们给了我一个温暖的家庭，一个坚强的后盾。他们在我迷茫时

给我努力的方向，在我低落时给我前进的勇气，用他们的智慧，指引我走出更精彩的

人生。

我深深地感到自己是幸运的。这一路走来，我受到了太多太多的帮助与支持。把

这份温暖而无私的善意传递给更多的人，将是我一生所追求的目标。

时值 2020年春天，全国乃至全世界人民都在对抗新冠肺炎的疫情。感谢奋战在抗

疫一线的医护工作者，感谢他们用自己的血与汗守护着全国人民的安全，他们是值得

铭记的伟大英雄。感谢在此次抗疫过程中付出努力的千千万万的人民，众志成城，我

们终将取得胜利。

最后，愿祖国繁荣昌盛，人民安居乐业。

110



北京大学学位论文原创性声明和使用授权说明

北京大学学位论文原创性声明和使用授权说明

原创性声明

本人郑重声明：所呈交的学位论文，是本人在导师的指导下，独立进行研究工作

所取得的成果。除文中已经注明引用的内容外，本论文不含任何其他个人或集体已经

发表或撰写过的作品或成果。对本文的研究做出重要贡献的个人和集体，均已在文中

以明确方式标明。本声明的法律结果由本人承担。

论文作者签名： 日期： 年 月 日

学位论文使用授权说明

（必须装订在提交学校图书馆的印刷本）

本人完全了解北京大学关于收集、保存、使用学位论文的规定，即：

• 按照学校要求提交学位论文的印刷本和电子版本；

• 学校有权保存学位论文的印刷本和电子版，并提供目录检索与阅览服务，在校

园网上提供服务；

• 学校可以采用影印、缩印、数字化或其它复制手段保存论文；

• 因某种特殊原因须要延迟发布学位论文电子版，授权学校在 □ 一年 / □ 两年 /

□三年以后在校园网上全文发布。

（保密论文在解密后遵守此规定）

论文作者签名： 导师签名： 日期： 年 月 日
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