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摘要

摘要

算法设计是提升软件运行效率的核心方法。它通常在算法模式的指导下进行。每

个算法模式都抽象了一种通用的算法思想，可被用于解决一类具有相似特征的问题。例

如，分治模式会将问题分解为更小的子问题，在递归求解后合并结果；它常被用于需要

并行加速的场景。在算法模式的指导下，算法问题可以被视为一个模板应用问题：其

目标是将算法模式实例化为一个完整程序，并保证该程序符合给定的形式化规约。

然而，即使有了算法模式的帮助，实践中的算法设计依然充满挑战。一方面，算

法设计的高度专业性导致多数开发者难以独立解决算法问题，使得算法优化只能由少

数专家完成；另一方面，算法层面的优化往往以牺牲代码可维护性为代价，而当算法

的复杂程度超出阈值时，极易引发软件缺陷。

为了解决这些问题，程序合成在算法问题上的应用受到了广泛关注。通过自动生

成符合算法模式和规约的程序，不仅能够帮助开发者摆脱复杂的算法设计工作，同时

也能够在理论上确保优化后程序的正确性。然而，现有的程序合成方法并不能直接用

于求解算法问题，它们面临着如下两方面的挑战。

• 一方面是通用性挑战。由于算法问题涉及形式各异的算法模式，因此程序合成
方法必须具备足够的通用性，以便支持多种不同算法模式下的程序合成。

• 另一方面是效率挑战。鉴于算法问题的目标程序往往规模庞大且结构复杂，程
序合成方法还需要具有高效合成复杂程序的能力。

为了解决这些挑战，本文面向算法问题提出了程序合成系统 SUFU。它包含了四个
主要的技术创新以实现通用性与程序合成时的高效性。首先，为了实现通用性，本文

设计了 SUFU语言用于描述不同算法模式上的算法问题、并将它们自动地规约到一个
形式固定的程序合成问题，名为提升问题。通过将 SUFU语言作为前端，任何针对提升
问题的程序合成方法都可以被用于求解大量不同的算法问题，从而实现通用性。

接下来，针对效率挑战，本文提出了三点创新用于实现高效的程序合成。

• 为了减小问题规模，本文针对提升问题提出了一个问题分解系统 AUTOLIFTER，
它可以有效地将提升问题分解为规模更小的子问题。

• 为了加速子问题的求解，本文发现导致现有合成方法效率不足的主要原因在于
可泛化性缺陷，于是提出了具有可泛化性保障的程序合成方法 POLYGEN。

• 为了进一步加速，本文发现程序合成方法在接收信息量更高的输入输出样例时
往往能展现出显著更好的合成效率，并依此提出了询问选择方法 LEARNSY，用
于为程序合成挑选高质量的样例。
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本文的主要研究工作和创新如下：

1. 提出了 SUFU语言用于将不同形式的算法问题规约到形式固定的程序合成问题。
本文观察到许多算法问题的核心都是消除中间数据结构：它们需要将中间数据

结构替换为更加高效的形式，使得一些原先低效的计算可以被高效地执行。本

文将该核心问题形式化为了提升问题，并设计了 SUFU语言用于将算法问题自
动地归约到提升问题。在语言层面，本文在 SUFU中加入了用于声明与操作中
间数据结构的语言组件；而为了完成归约，本文为 SUFU设计了一个类型系统，
用于分析与提取所有与中间数据结构相关的计算。

2. 针对提升问题提出了一个高效的分解系统 AUTOLIFTER。该系统可以将提升问题
拆分为一系列子问题，每个子问题都只涉及原提升问题中目标程序的一小部分，

从而显著减小了合成规模。本文在理论上证明了 AUOTLIFTER 的正确性与完备
性，并通过实验评估验证了它的有效性。

3. 提出了一个高效且具有可泛化性保障的程序合成方法 POLYGEN。本文发现现有
程序合成方法效率不足的原因在于它们的可泛化性缺陷。为了改进这一点，本文

借助奥卡姆学习理论推导出了一个足以确保高可泛化性的充分条件，并在该结

果的指导下设计了具有泛化能力保障的合成方法 POLYGEN。实验结果表明，相
比于现有的程序合成方法，POLYGEN在数据集上多解出了 49.2%的任务，并取
得了 6.14倍的加速。

4. 提出了一个高效的样例选择方法 LEARNSY。本文发现输入输出样例的质量会对
程序合成方法的效率产生显著影响：当样例包含的信息量更高时，程序合成方

法的效率也会越高。于是，为了提供质量更高的样例，本文尝试将交互式程序

合成里的询问选择方法应用于加速程序合成，并针对现有方法时间开销过大的

问题，提出了一个效率显著更高的近似方法 LEARNSY。实验结果表明，LEARNSY
平均可以为 POLYGEN减少 28.0%的样例使用量，并降低 50.4%的时间开销。
本文将上述创新集成为了程序合成系统 SUFU，并系统地评估了它在求解算法问题

时的性能。在构建数据集时，本文从现有工作中收集了 290个算法问题，涵盖了分治、
流算法、结构递归等 8种算法模式，并涉及列表、树等 35种数据结构。实验结果表明，
SUFU在 5分钟的时间限制内可以求解数据集内的 264个任务，平均时间开销仅为 24.4
秒，显著优于所有现有的程序合成方法。

关键词：归纳程序合成，算法设计，程序优化
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ABSTRACT

Program Synthesis Guided by Algorithmic Paradigms

Ruyi Ji (Computer Software and Theory)
Directed by: Prof. Zhenjiang Hu and Prof. Yingfei Xiong

ABSTRACT

Efficiency is a core pursuit in software development, and algorithm design is the major
way to improve the efficiency of programs. Algorithm design is usually guided by algorithmic
paradigms. Each paradigm formalizes a generic idea and can be applied to solve a class of
algorithmic problems with similar properties. For example, divide-and-conquer denotes the
idea of decomposing a problem into smaller subproblems, solving them recursively, and com-
bining the results; it is often applied to scenarios requiring parallelization. Given a paradigm,
the goal of an algorithmic problem is to instantiate the paradigm into a runnable program that
satisfies some given specification.

However, even under the guidance of algorithmic paradigms, algorithm design remains
challenging in practice. On the one hand, algorithm design is difficult for most developers,
making algorithm-level optimizations typically carried out by only experts; on the other hand,
algorithm-level optimizations often make programs complex, break the modularity, and reduce
maintainability, thus bringing a significant risk of code defects.

To address these issues, much research effort has been devoted to applying program syn-
thesis to solve algorithmic problems. By automatically synthesizing programs that follow the
paradigm and satisfy the specification, program synthesis can not only help developers design
efficient algorithms but can also ensure the correctness of the optimization in theory. How-
ever, existing program synthesizers cannot be directly applied to solve algorithmic problems,
because of two challenges.

• Generality. Since there are various algorithmic paradigms available, the program syn-
thesizer must be general enough to synthesize programs under different paradigms.

• Efficiency. Given that the target programs for algorithmic problems are mostly large in
scale and complex in structure, the program synthesizer must also be efficient enough
to synthesize complex programs.

To address these challenges, this paper proposes a program synthesis system, SUFU, for
algorithmic problems. It comprises four technical contributions to achieve both generality and
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efficiency. First, to achieve generality, we propose the SUFU language to describe algorith-
mic problems across different paradigms and automatically reduce them into a fixed class of
program synthesis problems, named lifting problems. By taking the SUFU language as the
front end, any program synthesizer for lifting problems can be applied to solve a wide range
of different algorithmic problems, thereby achieving generality.

Next, we propose three approaches to achieve efficient program synthesis:

• To reduce the synthesis scale, we propose a decomposition system AUTOLIFTER. It can
effectively decompose a lifting problem into smaller subproblems.

• To efficiently solve subproblems, we find that the main cause of the inefficiency of
existing synthesizers is the lack of generalizability. Therefore, we propose a novel
program synthesizer POLYGEN with a theoretical guarantee of generalizability.

• For further acceleration, we observe that the efficiency of program synthesis can be im-
proved significantly when given examples with higher quality. Therefore, we propose
an question selector, LEARNSY, to select high-quality examples.

In summary, this paper makes the following contributions.

• Proposing the SUFU language to reduce different algorithmic problems into a fixed
class of program synthesis problems. We observe that the core of many algorithmic
problems is to eliminate intermediate data structures: they require replacing an inter-
mediate data structure with a more efficient form so that some originally inefficient
computations can be performed efficiently. We formalize this core problem as the lift-
ing problems and design the SUFU language to automatically reduce an algorithmic
problem into a lifting problem. At the language level, SUFU augments a functional
language with constructs for describing and operating intermediate data structures; to
perform the reduction, SUFU comprises a type system that is designed for analyzing
and extracting all program fragments related to intermediate data structures.

• Proposing an effective decomposition system AUTOLIFTER for the lifting problem.
This system comprises two decomposition rules, named as component elimination
and variable elimination. By recursively applying these rules, AUTOLIFTER breaks
a lifting problem into a series of simper subproblems. Each subproblem relates only
to a small fragment of the target program, and thus its scale is much smaller than the
original. We proves the correctness and completeness of AUTOLIFTER in theory and
validates its effectiveness via evaluation.

• Proposing an efficient and generalizable program synthesizer, POLYGEN. we ob-
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serve that the lack of generalizability is the main cause of inefficiency in existing pro-
gram synthesizers. To address this issue, we apply the theory of Occam learning to
derive a sufficient condition for ensuring high generalizability and designs POLYGEN
with the guidance of this condition. Our evaluation results show that, compared to ex-
isting program synthesizers, POLYGEN can solve 49.2% more tasks on the dataset and
achieves a speedup of 6.14×.

• Proposing an efficient question selector, LEARNSY. We observe that the quality of
input-output examples can significantly affect the efficiency of program synthesizers:
the more informatic these examples are, the more efficient a synthesizer will be. To
generate higher-quality examples, we follow the existing study on question selectors
and propose an efficient approximation, LEARNSY, to address the efficiency issue of
existing selectors. Our evaluation results show that LEARNSY can, on average, reduce
the number of examples used by POLYGEN by 28.0% and reduce its time cost by 50.4%.

We integrate the above contributions into a program synthesis system SUFU and compre-
hensively evaluate its effectiveness in solving algorithmic problems. To construct the dataset,
we collect 290 algorithmic problems from existing studies, covering 8 algorithmic paradigms
(such as divide-and-conquer, streaming algorithms, and structural recursion) and involving 35
data structures (such as lists and trees). Our evaluation results show that SUFU can successfully
solve 264 problems, with an average time cost of only 24.4 seconds, significantly outperform-
ing all existing program synthesizers.

KEY WORDS: Inductive Program Synthesis, Algorithm Design, Program Optimization
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1.1 算法范式制导的程序合成

软件运行时的高效性是软件开发的核心目标之一，而算法设计是提升软件运行效

率的关键途径。算法层面的优化可以有效降低程序的渐进时间复杂度，从而在大规模

数据的场景下为运行效率带来数量级的提升 [1–3]。然而，算法设计是一项极具挑战性的

任务。它依赖于对问题性质的深入分析与创造性的方案设计，被广泛认为是软件开发

中最困难的任务之一 [4,5]。在实践中，存在着大量必须由专家解决的算法问题[6,7]。但

专家的精力终究是有限的，导致实际的软件性能往往难以达到其理想状态。

另一方面，算法设计也是一把双刃剑：它在提升运行效率的同时也显著增加了缺

陷风险。算法层面的优化往往会破坏模块边界，使代码变得冗长复杂、难以维护。例

如，在对操作系统内核 seL4的形式化验证过程中，实现层面的缺陷仅导致了约 50处
修改，而由算法层面缺陷引发的修改则超过了 500处 [8]。

为了降低算法设计的门槛与风险，程序合成（Program Synthesis）方法被广泛应用
于相关研究中 [9–17]。通过低效程序合成等价的高效实现，程序合成能够帮助开发者摆

脱困难的算法问题，使其能专注于软件功能的实现与验证；同时，程序合成的正确性

保证也能提升优化的可靠性，从源头上降低缺陷风险。

然而，现有的程序合成方法尚不足以直接求解算法问题。一方面，相比于一般的程

序，高效算法的代码实现通常具有显著更大的程序规模，这导致同等规模下的候选程

序数量指数级上升，远远超出了程序合成方法的搜索能力。另一方面，算法设计往往

需要引入全新的递归结构，但对递归程序的自动合成却被广泛认为是困难的[18,19]——

这进一步放大了程序合成在求解能力上不足。

为了提升对算法问题的求解能力，本文在现有工作[10,13]的启发下将算法模式（Al-
gorithmic Paradigm[1]）作为输入引入程序合成，并对算法模式制导的程序合成问题（定

义 1）展开研究。算法模式是对算法思想的抽象，每种算法模式都为设计特定算法提供
了模板，并可被用于求解一类具有相似性质的算法问题。现有研究已经总结出了大量

算法模式，例如分治、动态规划、贪心等，涵盖了不同领域上的大量高效算法。

定义 1 (算法模式制导的程序合成). 给定算法模式 P和参考程序 𝑝，算法模式制导下的
程序合成旨在合成遵循模式 P的程序 𝑝∗，并保证 𝑝∗与 𝑝具有相同的输入输出行为。

算法模式通常揭示了目标算法中的递归结构。因此，其制导的程序合成问题可以

被视为一个模板填写问题：即根据参考程序将合适的底层计算填充到算法模板中，同
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def dac(xs, l, r):
if r - l == 1:

return ??
mid = (l + r) // 2
lres = dac(xs, l, mid)
rres = dac(xs, mid, r)
return ??

res = dac(xs, 0, len(xs))
return ??

图 1.1 列表上的分治模板

def dac(xs, l, r):
if r - l == 1:

return (INF, xs[l])
mid = (l + r) // 2
(l2, l1) = dac(xs, l, mid)
(r2, r1) = dac(xs, mid, r)
smin = min(l2, r2, max(l1, r1))
return smin, min(l1, r1)

res = dac(xs, 0, len(xs))
return res[0]

图 1.2 用分治计算列表次小值

时确保整体程序在输入输出行为上保持一致。这一问题不再需要合成完整的递归程序，

而只需要一些递归无关的程序片段，从而显著降低了程序合成的难度。

例 1 (列表分治制导的程序合成). 考虑一个关于列表次小值的编程任务，如下所示：

• 给定一个非空整数列表，计算并返回列表中第二小的元素；特殊地，若列表只
包含了一个元素，则返回缺省值 INF。

下图展示了该任务上的一个正确程序。它先使用 Python中的库函数 sort将输入列表

按照从小到大的顺序排序，再使用列表访问操作符 [⋅]取出列表中的第二个元素。

INF if len(xs) == 1 else sorted(xs)[1]

该程序在处理长度为 𝑛的列表时具有 Θ(𝑛 log 𝑛)的时间复杂度，仍具有优化空间。

如果需要优化上述程序在并发场景下的运行效率，那么开发者可以在列表分治

（例 ??）这一模式的指导下设计算法。此时，开发者需要解决的算法问题在于如何适
当地填写分治模板（图 1.2），使得结果程序与图 ??中的参考程序语义等价。具体而言，
他们需要用合适的程序片段填写模板中的三处空缺。按照从上到下的顺序，第一处空

缺需要计算分治算法在终止情况下（即列表长度为 1时）的返回值；第二处空缺需要

指明如何从子列表上的结果合并得到完整列表上的结果；而最后一个空缺则需要从分

治的返回值中提取出最终输出。

图 1.2展示了当前算法问题的一个合法程序。它在分治时不仅计算了列表次小值，
还引入了列表最小值作为辅助值帮助计算。而在合并子结果时，该程序利用了最小值

与次小值之间的一个特殊关系：完整列表的次小值只可能是某个子列表的次小值或两

个子列表的最小值中的较大值。
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1.2 自动求解算法问题的关键挑战

算法问题在形式上属于程序合成问题的一个子集。程序合成的目标是自动生成符

合给定规约的程序。而在算法问题中，这些规约由两部分组成：一方面来自算法模式，

即结果程序必须实例化一个特定的算法模式；另一方面则来自于参考程序，即结果程

序的行为需要与参考程序保持一致。然而，现有的程序合成方法尚不足以有效求解算

法问题，因为这些问题在通用性和合成效率方面对程序合成提出了更高要求。

通用性挑战 在算法设计领域中存在着大量不同的算法模式，包括但不限于分治[20]、

动态规划[21]、增量算法[9]、结构递归[22]、滑动窗口[23]、线段树[24]等。因此，面向算法

问题的程序合成方法必须具备足够的通用性，以支持多种不同模式下的程序合成。否

则，若每次仅针对单一模式设计合成方法，则需要付出巨大的研究代价才能覆盖足够

多的算法模式，难以实现广泛应用。

然而，设计通用的程序合成方法绝非易事，因为不同的算法模式之间存在着巨大

的形式差异。例如，在应用分治算法（例 ??）时，关键在于找到合适的辅助值与合并操
作，以确保完整列表的结果能够从左右子列表的结果中合并得出；而在应用动态规划

时，核心在于设计合适的状态和状态转移方程，以确保计算过程中不存在后效性，并

且包含大量重叠的子问题。尽管目前已经有研究分别针对分治[10,25,26]和动态规划[11,27]

设计了相对高效的程序合成方法，它们均不能被推广到对方的算法模式上。

合成效率挑战 相比于一般的程序，算法问题的目标程序通常具有更大的规模与更复

杂的程序结构。例如，在计算列表次大值时，一个简单的正确程序（??）可以仅由库函
数 sort和少量操作符组成；而对应的分治程序（图 1.2）则需要引入复杂的整数运算
和显式的递归结构，其规模显著更大。相反地，尽管现有研究已经提出了大量不同的

程序合成方法 [18,28–43]，它们仍局限于非递归表达式或小规模递归程序，与算法问题所

需的合成效率存在显著差距。在本文收集到的算法问题中，目标程序平均会涉及 60.9
个操作符，最多可达 600，远远超出了现有程序合成方法的能力范围 [18,19]。

1.3 本文的研究框架

本文的目标是设计通用且高效的程序合成系统，用于解决算法问题。如图 1.3 所
示，本文提出的系统能够支持多种算法模式下的算法问题，并能高效地生成目标程序。

实现通用性 为了解决通用性难题，本文的思路是发掘不同算法模式之间的共性，并

将它们的算法问题归约到一个形式相同的核心问题。具体而言，本文发现许多算法模
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图 1.3 本文的研究框架

式的关键在于消除中间数据结构。于是，本文提出了提升问题的概念，用于形式化一

类涉及消除中间数据结构的程序合成问题；并在此基础上设计了 SUFU语言，用于自
动地将算法问题归约到提升问题。通过将 SUFU语言作为前端，任何支持求解提升问
题的程序合成方法都可以被应用于大量不同的算法问题，从而实现广泛的通用性。

提升合成效率 为了加速求解提升问题，本文考虑了三个影响程序合成效率的因素。首

先，目标程序的规模与合成效率直接相关：程序规模越大，程序合成方法就需要探索

更大的程序空间，所需的时间也就越长。

其次，在目标程序固定的情况下，程序合成的效率主要受两个因素的影响：程序

合成方法的泛化能力与输入输出样例的质量。具体而言，现代程序合成方法通常基于

输入输出样例进行迭代式合成。这些方法会不断收集目标程序的输入输出样例，快速

生成满足当前样例集合的候选程序，并验证其正确性，直至验证通过。由于每轮合成

的时间开销通常较低，上述过程的效率主要取决于合成轮数（即输入输出样例的使用

量）。而合成轮数的多少进一步与两个因素有关：

• 程序合成方法的泛化能力：即合成方法从少量样例中找到目标程序的能力；泛
化能力越强，程序合成方法就越有可能在更早的轮次中找到目标程序。

• 输入输出样例的质量：质量越高的样例能够为程序合成提供更多关于目标程序
的信息，降低合成目标程序的难度，进而减少所需的合成轮数。

本文针对这三个因素展开了研究，并分别提出了相应的改进方法：

• 减小目标程序的规模：本文提出了分解系统 AUTOLIFTER，用于将提升问题分解
为一系列子问题，并确保每个子问题仅需合成目标程序的一小部分。

• 提升泛化能力：本文提出了具有泛化能力保障的程序合成方法 POLYGEN，它相
比于现有方法可以从更少的样例中找到正确程序。

• 提升样例质量：本文提出了询问选择方法 LEARNSY，用于为程序合成挑选质量
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更高的输入输出样例。

1.4 本文的主要贡献

如前文研究框架所述，本文拟解决以下科学问题。

• 如何将不同算法模式上的算法问题归约到形式固定的程序合成问题？具体而言，
需要定义出不同算法模式间共享的核心问题，设计一种方法来描述算法问题，并

实现自动化地将算法问题归约到其核心问题。

• 如何将算法问题分解为目标程序规模更小的程序合成问题？
• 如何设计一个泛化能力更强的程序合成方法？具体而言，需要首先提出理论框
架以分析程序合成的泛化能力，并在此基础上设计一种具有泛化能力保障的程

序合成方法。

• 如何为程序合成挑选质量更高的输入输出样例？一方面，该方法需要足够有效，
能够显著提升样例的质量；另一方面，该方法需要足够高效，其时间开销应远

小于程序合成本身的时间代价。

1.4.1 算法问题的规约方法

中间数据结构消除 为了将不同算法模式上的算法问题规约到形式固定的程序合成问

题，本文调研了大量已有的算法模式，并发现应用许多算法模式的关键在于消除中间

数据结构。具体而言，本文发现许多算法模式本质上都在描述输入数据的遍历方式。在

应用这类算法模式时，总是存在着一个平凡的实现：它先按照算法模式遍历输入，将

完整的输入原样返回，再直接使用参考程序计算结果。

例如，列表分治要求程序先独立地遍历左右子列表，然后合并来自两侧的信息。

图 1.4展示了将列表分治应用于任意参考程序 ref的一种平凡实现：

• 函数 dac按照列表分治的遍历方式对输入进行访问并将其原样返回。它先将输

入列表分为两半，分别递归处理每一部分，然后直接连接递归结果。

• 该程序将参考程序 ref直接用于 dac的结果，从而保证了其输出与 ref一致。

然而，这一平凡程序仍然在完整的输入上运行了参考程序，需被进一步优化。此

时，优化的关键在于中间数据结构消除。具体而言，我们需要将被原样返回的输入替

换为一种更高效的数据形式，使得最终输出可以在不调用参考程序的情况下快速计算。

在上述列表分治的例子中，如果参考程序 ref计算的是列表次小值（??），我们可以将
函数 dac优化为只返回输入列表的次大值与最大值，从而将原先对参考程序的调用替

换为廉价的元组投影操作，如图 1.5所示。该优化后的程序运行效率显著优于原始参考
程序和平凡程序，可以作为算法问题的最终结果。
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def dac(xs, l, r):
if r - l == 1:

return xs[l]
mid = (l + r) // 2
lres = dac(xs, l, mid)
rres = dac(xs, mid, r)
return lres + rres

res = dac(xs, 0, len(xs))
return ref(dac)

图 1.4 列表分治的平凡实现。

def dac(xs, l, r):
if r - l == 1:

return (INF, xs[l])
mid = (l + r) // 2
(l2, l1) = dac(xs, l, mid)
(r2, r1) = dac(xs, mid, r)
smin = min(l2, r2, max(l1, r1))
return smin, min(l1, r1)

res = dac(xs, 0, len(xs))
return res[0]

图 1.5 对图 1.4消除中间数据结构的结果。

提升问题 基于上述观察，本文提出了提升问题的概念，用于形式化算法问题中出现

的中间数据结构消除问题。提升问题的目标是合成一个表征函数 repr与一组合并算子

comb𝑖。其中，表征函数 repr将原先的中间数据结构映射到新的高效表示形式，而每个

合并算子 comb𝑖则需要在新的表示形式下高效地执行原先基于中间数据结构的计算。

以列表分治计算次小值为例，此时提升问题的目标是合成一个以列表为输入的表

征函数以及三个合并算子，规约如下所示 1，其中 xs ++ ys代表了列表拼接操作。

∀x ∶ Int comb1 𝑥 = repr [𝑥]
∀xs, ys ∶ List comb2 (repr xs, repr ys) = repr (xs ++ ys)
∀xs ∶ List comb3 (repr xs) = sndmin xs

(1.1)

该规约对应的约束如下：

• 终止情况（第一行）：要求 comb1计算单元列表的表征函数值。

• 合并操作（第二行）：对应分治中的合并步骤。给定两侧列表 xs与 ys，它要求

comb2在接收递归结果 repr xs和 repr ys时，返回完整列表上的表征函数值。

• 最终输出（第三行）：要求 comb3根据递归结果计算列表的次小值。

图 1.6 展示了该提升问题的一组合法解。通过将这些程序填入图 1.7 中的分治模
板，便可以得到图 1.5中的分治程序。

SuFu语言 在此基础上，本文设计了 SUFU语言，用于自动将算法问题归约到提升问
题。这一归约的关键在于自动提取算法问题中与中间数据结构相关的操作。为此，本

文在函数式语言中引入了一个与中间数据结构相关的类型系统。

在 SUFU 语言中，算法问题通过其算法模式的平凡应用描述。图 1.8 展示了一个
SUFU程序，它描述的算法问题是将列表分治应用于计算次小值。
1 在公式环境中，本文将默认使用函数式语言的语法书写函数求值操作，即用 (𝑓 𝑥)表示函数 𝑓 在输入 𝑥上的输
出。而在代码环境中，本文将与使用的编程语言保持一致，例如在 Python的环境下就会使用 𝑓(𝑥)来表示求值。
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def repr(xs):
return sndmin(xs), min(xs)

def comb1(x):
return INF, x

def comb2(lres, rres):
(l2, l1), (r2, r1) = lres, rres
smin = min(l2, r2, max(l1, r1))
return smin, min(l1, r1)

def comb3(res):
return res[0]

图 1.6 将图 1.7用于计算列表次小值时，提
升问题的目标程序。

def dac(xs, l, r):
if r - l == 1:

return comb1(xs[l])
mid = (l + r) // 2
lres = dac(xs, l, mid)
rres = dac(xs, mid, r)
return comb2(lres, rres)

res = dac(xs, 0, len(xs))
return comb3(res)

图 1.7 与提升问题对应的列表
上的分治模板。

• 该程序的核心部分是分治模板 dac，它以参考程序 ref和列表 xs作为输入，首

先按照列表分治的模式遍历列表 xs，再调用参考程序 ref完成计算。由于该模

板适用于所有基于列表分治的算法问题，因此 SUFU将其纳入了一个算法模板
库中，用户无需自行实现。

• 用户需要提供一个计算列表次小值的参考程序 sndmin（具体实现略），并将该

程序与输入列表传递给分治模板 dac。不难看出，sndmin'是列表分治在次小值

上的平凡应用。虽然它的输出与参考程序一致，但并未进行任何优化。

为了提取与中间数据结构相关的操作，SUFU提供了类型关键字 Packed，并要求

在描述程序中标注所有需要被消除的中间数据结构。在上述例子中，需要被消除的是

函数 dac'的输出列表，于是该函数的输出类型应为 Packed List。值得注意的是，这

类标注仅存在于算法模板中，因此在使用模板库的情况下无需由用户提供。

给定描述程序，SUFU会利用类型信息与约束求解系统自动推导出所有对 Packed

数据结构的操作，如图 1.9中的红色代码片段所示。这些操作分别对应分治算法中的边
界情况、中间结果的合并以及最终结果的计算。通过对这些代码片段的类型和变量使

用情况进行分析，SUFU能够自动将该算法问题归约到公式 1.1中的提升问题。

1.4.2 提升问题的分解方法

为了减小合成规模，本文针对提升问题提出了分解系统 AUTOLIFTER。该系统包含
两条分解规则，分别称为组件消除和变量消除。通过递归地应用这些规则，AUTOLIFTER
能够将提升问题逐步分解为一系列子问题。每个子问题仅需合成目标程序中的一个片

段，从而显著减小了合成规模。
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算法模板库：
dac' :: List -> Packed

List
dac' Single(x) = Single(x)
dac' xs =

let ls, rs = split xs in
concat (dac ls) (dac rs)

dac ref xs = ref (dac' xs)

用户代码：
sndmin xs = ...
sndmin' xs = dac sndmin xs

图 1.8 使用 SUFU 语言描述的算法问
题，关于将列表分治应用于列表次小值。

dac' Single(x) = Single(x)
dac' xs =

let ls, rs = split xs in
let lres = dac ls in
let rres = dac rs in
concat lres rres

dac ref xs =
let res = dac xs in
ref res

sndmin xs = ...
sndmin' xs = dac (sndmin xs)

图 1.9 SUFU推理出的数据结构操作。

组件消除 组件消除规则利用了提升问题中目标程序的元组结构。具体而言，复杂的

算法问题通常涉及多个与中间数据结构相关的属性值。因此，在提升问题中，目标的

表征函数和合并算子通常以多组件元组的形式出现。例如，在图 1.6 中，表征函数包
含两个组件：sndmin xs与 min xs，分别对应需要计算的目标值和辅助值；而合并算子

comb1与 comb2同样由两个组件组成，分别对应表征函数的两个输出。

进一步地，本文观察到这些组件之间存在着依赖关系。在上述提升问题（公式 1.1）
中，表征函数的第一个组件 sndmin xs是为了满足第三行规约而引入的。在此基础上，

由于表征函数 repr需要返回列表次小值，为满足前两行约束，我们需要引入表征函数

的第二个组件 min xs以及前两个合并算子的第一个组件，用于计算列表次小值。最后，

由于更新后的表征函数 repr还需要返回列表最小值，我们需要进一步引入前两个合并

算子的第二个组件，用于完成列表最小值的计算。

根据这一观察，本文设计了组件消除规则。如图 1.10所示，该规则可以将提升问
题的求解拆分为若干步骤，每个步骤仅对上一步新引入的组件进行补充，从而减少了

每个子问题中需要合成的组件数量。

变量消除 变量消除规则利用了提升问题中每个合并算子的独立性。以公式 1.1 中的
规约为例，提升问题中的每一行规约都可以看作是表征函数 repr与一个不同合并算子

的复合。因此，在表征函数已知的情况下，每一行规约都可以被独立地视为仅针对一

个合并算子的子问题，并被分别求解。

基于上述观察，本文设计了变量消除规则。对于由组件消除产生的每个中间问题，

变量消除规则首先从其规约中提取与表征函数相关的内容，并优先合成表征函数。随

后，它将合成得到的表征函数代入原始规约中，从而为每个合并算子生成独立的合成
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图 1.10 应用 AUTOLIFTER分解提升问题，其中箭头代表分解过程，每个方框对应一个合成问
题，而其内部的程序表示该问题的目标程序。

问题。如图 1.10所示，变量消除规则能够进一步分解由组件消除生成的中间问题，最
终得到仅涉及单一变量的程序合成问题。

1.4.3 具有泛化能力保障的程序合成方法

奥卡姆合成器 为了讨论程序合成的泛化能力，本文首先基于奥卡姆学习理论 [44] 提

出了奥卡姆合成器的概念，作为衡量程序合成方法泛化能力的理论基础。奥卡姆合成

器需要遵循奥卡姆剃刀原则，保证返回一个规模较小的合法程序。具体而言，其合成

的程序大小不能超过最小合法程序的多项式级别，并且在渐进意义上小于给定的输入

输出样例数量。奥卡姆学习理论为这样的程序合成方法提供了泛化能力保障：当接收

多项式级别的输入输出样例时，它们能够保证返回一个与目标程序几乎等价的结果。

合成方法设计 在理论结果的基础上，本文设计了一个高效的奥卡姆合成器 POLYGEN。
由于复杂程序通常包含分支结构，POLYGEN对分支程序进行了针对性优化，如图 1.11
所示。具体而言，它会将分支程序的合成问题分解为关于分支语句集合与分支条件的

子问题，然后进一步将这些子问题分解为关于单一语句的合成问题以及单一子句的合

成问题。在 POLYGEN的设计过程中，本文将奥卡姆合成器对结果大小的要求分配到了
每个子问题，并保证子问题的求解过程严格遵循了这些条件。通过这种方式，本文证

明了 POLYGEN满足奥卡姆合成器的要求，从而为其泛化能力提供了理论保障。
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图 1.11 POLYGEN的结构，其中右图的每一个矩形表示了由左图对应颜色组件合成的部分。

1.4.4 高效的样例选择方法

交互式程序合成中的样例选择 本文跟进了交互式程序合成领域中对样例选择问题的

研究 [45,46]。在交互式程序合成中，所有输入输出样例都需要通过向用户提问来获得：

由合成系统选择输入，用户反馈对应的输出，二者组成新的样例用于下一步合成。在

这一过程中，选择高质量的输入可以减少与用户交互的轮数，降低用户负担。

现有研究 [45]在样例选择问题与最优决策树问题[47]之间建立了理论联系，并提供

了一个有效的贪心策略。具体而言，现有的样例选择方法均基于最少等价对策略 [48]及

其变种。该策略定义输入的目标值为程序空间中有多少对程序在该输入上的输出相同，

并建议在每一轮中选择目标值尽可能小的输入生成样例。

然而，在程序合成中执行最少等价对策略是非常困难的。要计算一个输入的目标

值，我们需要逐一运行程序空间中的每个程序并统计重复的输出数量。但由于程序空

间通常非常庞大，这种方法的时间开销难以接受。尽管现有的样例选择方法通过离线

计算等策略在交互式场景下取得了一定的效果，但它们的时间开销甚至可能超过程序

合成本身，难以实现本文加速程序合成的目标。

高效的样例选择 为了高效地选择样例，本文为最少等价对策略设计了一个可以被高

效执行的近似策略。具体而言，本文分析了最少等价对策略中目标值的计算过程，并

发现其计算瓶颈来源于运算符的复杂行为：由于每个运算符在不同的输入下的行为可

能完全不同，我们在统计等价对数量时不得不完全计算所有程序的输出，难以进行优

化。针对这一问题，本文设计了统一等价模型。该模型使用简单的随机过程来近似复

杂的运算符行为，从而将原先难以计算的目标值近似为一个可以被高效计算的数学期

望值。本文为统一等价模型设计了对应的学习算法，并在此基础上提出了一个高效的

样例选择器 LEARNSY。
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1.5 本文产出的技术工具

综上所述，基于本文研究产出的技术工具如下：

• 面向算法问题的程序合成系统 SUFU（第三章与第七章），其学术论文发表于国
际会议 PLDI2024。SUFU是首个在算法问题上实现通用性与高效性的程序合成
方法，也是目前在算法问题上最好的程序合成方法。在本文收集的 290个算法
问题中，SUFU能够在 5分钟的时间限制内成功求解 264个问题，显著优于所有
通用的程序合成方法，并在对应的子集上超越了针对特定算法模式的特化方法。

• 针对提升问题的分解系统 AUTOLIFTER（第四章），其学术论文发表于国际期刊
TOPLAS2024。该系统在理论上保证了分解的正确性与完备性，并在实验中能够
成功分解数据集中的所有提升问题，其子问题的平均规模仅为原问题的 20.5%.

• 具有泛化能力保障的程序合成方法 POLYGEN（第五章），其学术论文发表于国际
会议 OOPSLA2021，并且所有审稿人都给予了强烈接受（Strong Accept）的审稿
意见。该方法是目前对分支程序最好的合成方法，它能够在 5分钟的时间限制
内合成最多包含 500个操作符的大规模程序。

• 样例选择方法 LEARNSY（第六章），其学术论文发表于国际会议 OOPSLA2023。
它是首个成功加速程序合成的样例选择方法，并且能够在显著减少时间开销的

情况下，提供与现有方法的结果质量相近的样例。

1.6 论文组织架构

本文共分为八个章节，组织结构如图 1.12所示。第一章绪论介绍研究背景，给出
算法问题的定义，介绍其中的核心挑战，并提出本文的研究思路；第二章回顾相关研

究工作；第三章给出提升问题的定义，并介绍如何自动地将算法问题规约到提升问题；

第四章介绍如何将提升问题分解为规模更小的子问题；第五章和第六章分别介绍如何

提升程序合成的泛化能力和提升输入输出样例的质量；第七章将本文的创新集成为一

个面向算法问题的程序合成系统，并对其进行实验评估；第八章总结。

对本文各章节的简介如下：

• 第一章绪论。主要介绍本文的研究背景，提出本文的研究思路，并介绍本文的
主要贡献和创新。

• 第二章相关研究工作。主要回顾和总结相关研究工作，内容覆盖演绎程序变换、
归纳程序合成和程序合成技术的近期进展。

• 第三章算法问题的归约方法。给出提升问题的形式化定义，并展示常见的算法
模式（包括分治、动态规划、增量算法等）到提升问题的归约。接着，给出 SUFU
语言的设计（包括语法、语义与类型系统），介绍其中的自动规约算法，并在具
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图 1.12 本文组织结构示意图。

有代表性的算法模式上对 SUFU语言进行演示。
• 第四章提升问题的分解方法。根据第三章中提升问题的定义，介绍提升问题的
分解系统 AUTOLIFTER。

• 第五章具有泛化能力保障的程序合成方法。介绍奥卡姆学习理论，引入奥卡姆
求解器的概念。接着，分析现有的程序合成方法的泛化能力，并提出一种高效

且具有泛化能力保障的程序合成方法 POLYGEN。
• 第六章高效的样例选择方法。介绍样例选择问题与最小相等对策略。引入统一
等价模型的概念，并提出一种高效的样例选择器 LEARNSY。

• 第七章系统实现与整体评估。介绍本文对 SUFU系统的实现，并进行实验评估。
• 第八章结论与展望。总结本文的工作并展望未来研究方向。
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第二章 相关研究现状

自从算法的概念被提出以来，自动求解算法问题就成了研究人员们长久以来的目

标。对这一问题的研究可以追溯到上世纪八十年代[49],并按照时间顺序涌现出了两种
不同的技术路线，如图2.1所示。

• 首先，基于演绎推理的程序优化技术[49–61] 的思路是设计一系列的程序变换规

则，并通过不断应用这些变换规则，将参考程序重写为足够高效的算法。

• 随后，随着计算机算力的进步，归纳程序合成技术[28–43]在本世纪得到了广泛关

注。其思路是设计一个足够大的程序空间和一个足够高效的搜索方法，并直接

在这一程序空间中搜索满足规约的程序。

近几年，算法问题的求解方法被进一步丰富。一些工作尝试结合演绎推理与归纳

程序合成的优点，针对特定的算法模式提出了更有效的程序合成方法[10,25,27,62]；而随

着人工智能技术的发展，大语言模型也涌现出了值得关注的算法问题求解能力[63,64]。

在本章中，本文先总结演绎推理与归纳合成这两个方向上的代表性技术，再介绍

算法问题求解在近期的进展。

2.1 基于演绎推理的程序优化技术

基于演绎推理的程序优化技术使用预先定义的程序变换规则，逐步将低效的参考

程序变换为更加高效的程序。例如，规则 ?𝑒 × 0 ↦ 0表明任何乘以 0的表达式都可以
被直接替换成 0。通过应用该规则，演绎推理系统可以将低效程序 𝑥 + (slow 𝑦) × 0重写
为 𝑥 + 0，从而避免函数调用 slow 𝑦中的无效开销。
而在处理复杂的优化，尤其是算法层面的优化时，演绎推理技术遇到的核心难题

在于对递归的处理。具体而言，复杂的程序往往会涉及数据结构与这些数据结构上的

递归函数，对这些程序的优化需要展开递归函数的定义，对其函数体进行变换，并最

终引入新的递归函数。如何系统性地完成这些递归函数上的变换成为了演绎推理研究

中的重要问题。对这一问题的研究最终发展为了两个不同的演绎推理框架，分别为展

开/折叠框架[52]与程序演算框架[50]。

2.1.1 展开/折叠框架

展开/折叠框架对递归函数的变换可以被分为展开和折叠两个阶段。在展开阶段中，
该框架将参考程序中的所有递归调用展开足够多的层数，以得到一个规模更大但更加
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图 2.1 按照时间顺序，与求解算法问题有关的两条技术路线。

底层的程序。接着，在折叠阶段中，该框架使用表达式级别的规则对展开后的程序进

行变换，并最终将变换结果折叠为新的递归函数。

例 2. 考虑按照如下方式定义的递归函数 dot 𝑥 𝑦 𝑛，它接受两个长度为 𝑛的向量 𝑥, 𝑦，并
计算它们的内积

∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝑦𝑖。

dot 𝑥 𝑦 𝑛 ≔ if 𝑛 = 0 then 0 else (dot 𝑥 𝑦 (𝑛 − 1) + 𝑥𝑛𝑦𝑛)

假设现在需要推导一个递归函数 𝑓 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑛，它接受四个长度为 𝑛的向量，并计算前两
个向量的内积与后两个向量的内积的和，即

∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑏𝑖 +

∑𝑛
𝑖=1 𝑐𝑖𝑑𝑖。下面展示了一个遵

循展开折叠框架的推导过程。

𝑓 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑛 = dot 𝑎 𝑏 𝑛 + 𝑑𝑜𝑡 𝑐 𝑑 𝑛

= if 𝑛 = 0 then 0 else (dot 𝑎 𝑏 (𝑛 − 1) + 𝑎𝑛𝑏𝑛) +

if 𝑛 = 0 then 0 else (dot 𝑐 𝑑 (𝑛 − 1) + 𝑐𝑛𝑑𝑛)
= if 𝑛 = 0 then 0 else (dot 𝑎 𝑏 (𝑛 − 1) + dot 𝑐 𝑑 (𝑛 − 1) + 𝑎𝑛𝑏𝑛 + 𝑐𝑛𝑑𝑛)
= if 𝑛 = 0 then 0 else (𝑓 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 (𝑛 − 1) + 𝑎𝑖𝑏𝑖 + 𝑐𝑖𝑑𝑖)

该推导过程先展开了函数 dot的定义，再利用分支语句的性质将两个条件相同的

分支合为一处，最后根据最初的定义将表达式 dot 𝑎 𝑏 (𝑛 − 1) + dot 𝑐 𝑑 (𝑛 − 1) 折叠回
𝑓 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 (𝑛 − 1)，从而得到了 𝑓 的递归定义。

尽管展开/折叠框架可以支持许多复杂变换，但在实践中，其缺点在于难以确定合
适的展开层数。如果展开的层数过少，展开后的表达式可能不足以得到目标程序；而

如果展开的层数过多，展开后的程序可能会变得过于复杂，导致搜索空间过大。

2.1.2 程序演算框架

为了从根本上消除与展开层数相关的问题，程序演算转而聚焦于一些常见的组件

（通常为高阶函数）。该框架通过组件层面的变换规则进行程序变换，从而避免了对递

归函数的展开。在使用程序演算框架进行变换时，用户需要使用给定组件定义初始程

序。接着，变换系统会在组件的层面进行程序变换，直到得到满足要求的程序。
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例 3. 考虑一个与例 2中函数 𝑓 类似的程序 𝑔，它的输入是一个四元组列表 xs，输出为四

元组前两个元素乘积的和加上后两个元素乘积的和，即
∑𝑛

𝑖=1 xs𝑖,1xs𝑖,2 + ∑𝑛
𝑖=1 xs𝑖,3xs𝑖,4。

在程序演算框架中，该程序可以使用如下的组件 fold定义。

fold (⊕) 𝑒 [xs1, … , xs𝑛] ≔ (((𝑒 ⊕ xs1) ⊕ xs2) ⋯ ⊕ xs𝑛)

该组件以二元操作符 ⊕、初值 𝑒和一个列表为输入。它会依次访问列表中的每一个元
素，并不断应用操作符⊕计算得到最终结果。

使用这一组件，我们可以按照如下方式在程序演算框架中定义函数 𝑔。

𝑔 ≔ (fold (⊕1) 0 𝑥) + (fold (⊕2) 0 𝑥) where 𝑣 ⊕1 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ≔ 𝑣 + 𝑎𝑏
𝑣 ⊕2 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ≔ 𝑣 + 𝑐𝑑

程序演算中的元组化规则[65,66]可以将该程序中的两个 fold合并为一个，从而直接得到

函数 𝑔的递归定义：

𝑔 ≔ add (fold (⊕3) (0, 0) 𝑥) where add (𝑣1, 𝑣2) ≔ 𝑣1 + 𝑣2

(𝑣1, 𝑣2) ⊕3 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ≔ (𝑣1 + 𝑎𝑏, 𝑣2 + 𝑐𝑑)

因为程序演算只在组件层面进行变换，所以在将它用于求解算法问题时，需要针

对具体算法模式提出特定的组件与变换规则。过去的研究探索了大量常见的算法模式，

例如分治[20,67]、贪心[68,69]、动态规划[70–73] 等。这些研究中的一个重大挑战在于对数

据结构的处理。因为许多算法模式并不局限于特定的数据结构（例如动态规划并不限

制状态的类型），所以算法相关的变换规则需要具有应用于任何数据结构的能力。为了

做到这一点，Bird与 de Moor以范畴论为基础构造了一个对数据结构抽象的程序模型，
并对该模型上的程序演算进行了研究[74]。

在本节的剩余部分中，本文将先介绍基于范畴论的程序模型并展示其能力，然后

对一些已有的算法变换规则进行介绍。

2.1.2.1 范畴论概念下的程序模型

一个范畴 C包括以下三个要素。
• 一个由对象组成的类 ob(C)。
• 由对象间的态射构成的类 hom(C)。每一个态射 𝑓 都有唯一的一个源对象 𝑎和目
标对象 𝑏，记作 𝑓 ∶∶ 𝑏 ← 𝑎。

• 态射类上的二元操作复合。给定任意两个态射 𝑓 ∶∶ 𝑎 ← 𝑏和 𝑔 ∶∶ 𝑏 ← 𝑐，它们
的复合（记作 𝑓 ⋅ 𝑔）是一个对象 𝑐 到对象 𝑎的态射。
范畴中的态射复合操作满足结合律，且保证对于任何对象 𝑎，都存在一个复合操作

下的单位态射 id𝑎 ∶∶ 𝑎 ← 𝑎。
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在一般情况下，程序演算只考虑所有函数形成的范畴 Fun。在该范畴中，每一个
对象都是一个集合，而从集合 𝐴到集合 𝐵 的态射包含所有从 𝐴映射到 𝐵 的函数。但
在一些特殊情况下，例如在描述组合优化问题时，程序演算还会使用另一个范畴，由

所有关系形成的范畴 Rel。本节将先专注于介绍范畴 Fun上的工作，而与 Rel相关的
内容将在第 2.1.2.3节中展开。

函子 函子 (记作 F或G)是范畴上的同态。它将对象映射到对象，态射映射到态射，并
在映射后保持单位态射与态射复合的一致性，如下所示：

∀𝐴, Fid𝐴 = idF𝐴 ∀𝑓, 𝑔, F(𝑓 ⋅ 𝑔) = F𝑓 ⋅ F𝑔

在程序演算中，最常见函子的是多项式函子，它们由以下基础函子组合而成。

• 单位函子 I保持对象与态射不变。
• 给定对象 𝐴，常函子 !𝐴将任意对象映射到对象 𝐴，任意态射映射到 id𝐴。

• 二元函子 ×表示集合的直积，其定义如下。

𝐴 × 𝐵 ≔ {(𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} (𝑓 × 𝑔)(𝑎, 𝑏) ≔ (𝑓 𝑥, 𝑔 𝑥)

• 二元函子 +表示集合的直和，其定义如下。

𝐴 + 𝐵 ≔ {1} × 𝐴 ∪ {2} × 𝐵 (𝑓1 + 𝑓2) (𝑖, 𝑥) ≔ (𝑖, 𝑓𝑖 𝑥)

递归数据结构 程序演算使用多项式函子抽象地定义数据结构[75–78]。给定函子 F，定
义一个 F-代数为一个类型为𝐴 ← F𝐴的态射，其中𝐴可以是任意的对象。可以证明在范
畴 Fun中，对于每个多项式函子 F，都在同构意义下存在唯一的 F-代数 𝑖𝑛F ∶∶ 𝑇 ← F𝑇，
称为初始代数，它可以准确地“模拟”任何其他的 F-代数[79]。具体而言，对于任意 F-代
数 𝑓 ∶∶ 𝐴 ← F𝐴，都存在态射 𝑔 ∶∶ 𝐴 ← 𝑇 满足：

𝑓 ⋅ F𝑔 = 𝑔 ⋅ inF (2.1)

在上述公式中，态射 𝑖𝑛F 的目标对象 𝑇 具有与直观上的数据结构相同的性质。其
中，函数 𝑔 可以被视作数据结构 𝑇 上的递归函数，𝑓 是递归过程中的函数体，𝐴是递
归结果的类型，而 inF是数据结构的构造函数。此时，公式 2.1构成了对递归函数 𝑔的
定义。其左侧表示先递归到子结构，再用函数 𝑓 合并所有递归结果；而其右侧表示先
将子结构合并成完整的数据结构，再直接使用递归函数 𝑔计算最终结果。
以列表为例，考虑元素类型为 𝐴的列表，它在函数式语言中的定义一般如下所示。

List 𝐴 = Nil | Cons (𝐴,List 𝐴)
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该数据结构与多项式函子 F𝐿 =!1+!𝐴 × I对应，其中 1表示一个大小为 1的集合。直观
地，构造函数 Nil不需要任何参数，于是对应空元组上的常函子 !1；而构造函数 Cons
接受一个 𝐴集合内的元素和一个子列表，于是对应函子 !𝐴 × I。

在初始代数 inF ∶∶ 𝑇 ← F𝑇 的基础上，定义态射 outF ∶∶ F𝑇 ← 𝑇 为 inF 的逆函数，

它会将一个递归数据结构展开到其子结构。

递归函数 程序演算将数据结构上的常见递归组件定义为一些特殊的态射。首先，最

基本的递归组件由公式 2.1导出。给定由多项式函子 F定义的数据结构 𝑇 与态射 𝑓 ∶
𝐴 ← F𝐴，折叠态射 (|𝑓 |)F ∶∶ 𝐴 ← 𝑇 是下列方程的唯一解[76,78]。

(|𝑓 |)F = 𝑓 ⋅ F(|𝑓 |)F ⋅ outF

该方程直接给出了 (|𝑓 |)F 的递归形式：它通过 outF 将输入的数据结构展开，递归到所

有子结构，再通过函数 𝑓 将递归结果合并。因此展示态射表示了数据结构上的递归计
算。为了方便，当函子不存在歧义时，本文将隐去其下标并使用简写 (|𝑓 |)。
与折叠态射相反，展开态射表示数据结构的构造。给定由多项式函子 F定义的数

据结构 𝑇 与态射 𝑓 ∶∶ F𝐴 ← 𝐴，展开态射 [(𝑓 )]F ∶∶ 𝑇 ← 𝐴是下列方程的唯一解[76]。

[(𝑓 )]F = inF ⋅ F[(𝑓 )]F ⋅ 𝑓

该方程展示了 [(𝑓 )]对数据结构的构造过程，它递归地用函数 𝑓 将输入值展开，并将所
有结果合并成一个数据结构。同样，当函子不存在歧义时，本文将展开态射简写为 [(𝑓 )]。

将展开态射与折叠态射结合，可以得到一个更通用的递归组件——重折叠态射。给

定由多项式函子 F定义的数据结构 𝐹 与态射 𝜙 ∶∶ 𝐴 ← F𝐴和 𝜓 ∶∶ F𝐵 ← 𝐵，重折叠态
射 [[𝜙, 𝜓]]F ∶∶ 𝐴 ← 𝐵为下列关于态射 ℎ的方程的最小不动点[80]：

ℎ = 𝜙 ⋅ Fℎ ⋅ 𝜓

该定义展示了重折叠态射的递归形式：它通过 𝜓 将输入值展开，递归对子结构计算，
再通过 𝜙将子结果合并。因此，不难证明 [[𝜙, 𝜓]] = (|𝜙|) ⋅ [(𝜓)]，即一个重折叠态射是一
个折叠态射和一个展开态射的复合。重折叠态射的表达能力是十分强大的，它几乎可

以描述实际中的所有递归函数[81]。

上述组件都会改变数据结构的类型，而类型函子可以在保持结构不变的情况下，变

换数据结构中的元素。继续以列表为例。在上文中，本文展示了如何使用多项式函子

定义元素类型为 𝐴的列表 List 𝐴。此时，List可以被看做对象上的函数，它接受集合 𝐴
并分别返回所有元素均在集合 𝐴内的列表集合。类型函子是对这一函数定义的扩充。
给定一个以对象 𝑋 为参数的多项式函子 F(𝑋)，其类型函子 T的定义如下：
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• 对于对象 𝐴，定义 T𝐴为由多项式函子 F(𝐴)定义的递归数据结构。
• 对于态射 𝑓 ∶∶ 𝐴 ← 𝐵，定义 T𝑓 ∶∶ T𝐴 ← T𝐵 为折叠态射 (|inF(𝐵) ⋅ (applyF 𝑓)|)，
其中 applyF 𝑓 表示将函数 𝑓 应用到所有参数 𝑋 的位置，并保持其他结构不变。

直观上，T𝐴表示了元素类型为 𝐴的数据结构，而 T𝑓 将 𝑓 应用到了其中的所有元素。

2.1.2.2 范畴论模型下的程序变换

本节将对上述组件间的变换规则进行介绍。

香蕉分离定理 。香蕉分离定理可以将两个作用于同一个递归数据结构的折叠态射融

合成一个，从而减少对数据结构的遍历次数[82]。该定理也被称为元组化[83]。

定理 1 (香蕉分离定理[82]). 给定折叠态射 (|𝑓 |)和 (|𝑔|)，如下等式总是成立。

(|𝑓 |) ▵ (|𝑔|) = (|(𝑓 ⋅ F𝜋1) ▵ (𝑔 ⋅ F𝜋2)|) where (𝑓 ▵ 𝑔) 𝑥 ≔ (𝑓 𝑥, 𝑔 𝑥)

霍纳法则及其推广。霍纳法则指代如下等式，它来源于加法乘法之间的分配率。

𝑎0 + 𝑎1 × 𝑥 + 𝑎2 × 𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛 × 𝑥𝑛 = 𝑎0 + (𝑎1 + (𝑎2 + ⋯ (𝑎𝑛 + 0) × 𝑥 ⋯) × 𝑥) (2.2)

使用范畴论概念下的程序模型，霍纳法则可以被推广到任意数据结构和其他运算

符上[84]。为了描述这一推广，首先定义组件 tri。给定一个带参数的多项式函子 F(𝑥)、对
应的类型函子 T和态射 𝑓 ∶∶ 𝐴 ← 𝐴，tri𝑓 ∶∶ T𝐴 ← T𝐴被定义为折叠态射 (|𝑖𝑛 ⋅ F (T𝑓)|)。
它将函数 𝑓 应用到数据结构 T𝐴中的每一个元素上，且对深度为 𝑑 的元素重复应用了
𝑑 次。下列公式展示了组件 tri在列表上的行为，其中 𝑓 𝑖表示 𝑖个 𝑓 的复合。

tri 𝑓 [𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛] = [𝑥0, 𝑓 𝑥1, … , 𝑓 𝑖 𝑎𝑖, … , 𝑓 𝑛 𝑎𝑛]

定理 2 (推广后的霍纳法则[74]). 给定一个带参数的多项式函子 F(𝑋)和对应的类型函子
T，对于任意态射 𝑓 ∶∶ 𝐴 ← 𝐴, 𝑔 ∶∶ 𝐴 ← F(𝐴) 𝐴，下列公式总是成立。

𝑓 ⋅ 𝑔 = 𝑔 ⋅ (applyF 𝑓) ⋅ (F 𝑓) → (|𝑔|) ⋅ tri𝑓 = (|𝑔 ⋅ (F 𝑓)|)

融合定理与酸雨定理 得到高效算法的一个常见方式是将原程序中的组件融合到一

起[49]，因为这样可以减少构建与遍历中间数据结构的开销。因此，程序演算中存在

着许多用于融合组件的规则。其中最基本的是针对折叠态射的融合定理，它给出了折

叠态射与另一个态射融合的充分条件。
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定理 3 (融合定理[74]). 给定多项式函子 F，对于任意态射 ℎ ∶∶ 𝐴 ← 𝐵, 𝑓 ∶∶ 𝐵 ← F𝐵,与

𝑔 ∶∶ 𝐴 ← F𝐴，下列公式始终成立。

ℎ ⋅ 𝑓 = 𝑔 ⋅ Fℎ → ℎ ⋅ (|𝑓 |) = (|𝑔|)

而作为上述融合定理的特例，可以得到关于折叠态射与类型函子的融合引理。

引理 1. 给定一个带参数的多项式函子 F(𝑋)和对应的类型函子 T，对于任意态射 𝑓 ∶∶
𝐴 ← 𝐵, 𝑔 ∶∶ 𝐶 ← F(𝐵, 𝐶)，下列等式始终成立。

(|𝑔|) ⋅ T𝑓 = (|𝑔 ⋅ (applyF 𝑓)|)

而针对更一般的递归函数，酸雨定理[85]给出了重折叠态射层面的融合规则。该定

理依赖自然变换的概念与重折叠态射的三元组形式。

定义 2 (自然变换). 给定函子 F和G，多态函数 𝜙𝐴 ∶∶ F𝐴 ← G𝐴是一个G到 F的自然变
换（记作 𝜙 ∶∶ F ← G）当且仅当对于任意的态射 𝑓 ∶∶ 𝐴 ← 𝐵，都有 𝜙𝐴 ⋅ G𝑓 = F𝑓 ⋅ 𝜙𝐵。

直观来说，G到 F的自然变换只是修改了数据的结构，并没有修改其内容，因此
在 G处的任意计算经过自然变换都可以被直接移交到 F处执行。下列移动引理说明了
在重折叠态射中，一个自然变换可以自然地在展开态射与折叠态射之间移动。

引理 2 (移动引理). 对于任意的自然变换 𝜂 ∶∶ F ← G和态射 𝜙 ∶∶ 𝐴 ← F𝐴，𝜓 ∶∶ G𝐵 ←
𝐵，如下等式都成立。

[[𝜙 ⋅ 𝜂, 𝜓]]G = [[𝜙, 𝜂 ⋅ 𝜓]]F

根据引理 2，可以得到重折叠态射的三元组形式。给定态射 𝜙 ∶∶ 𝐴 ← F𝐴，𝜓 ∶∶
G𝐵 ← 𝐵 和自然变换 𝜂 ∶∶ F ← G，定义 [[𝜙, 𝜂, 𝜓]]F,G = [[𝜙 ⋅ 𝜂, 𝜓]]G = [[𝜙, 𝜂 ⋅ 𝜓]]F。下面

列举了关于重折叠态射三元组形式的一些显然事实。

[[𝜙, 𝜂, 𝜓]]F,G = [[𝜙 ⋅ 𝜂, 𝑖𝑑, 𝜓]]G,G = [[𝜙, 𝑖𝑑, 𝜂 ⋅ 𝜓]]F,F

(|𝑓 |)F = [[𝑖𝑛F, 𝑖𝑑, 𝑓 ]]F,F [(𝑓 )]F = [[𝑓 , 𝑖𝑑, outF]]F,F

酸雨定理可以将一部分特殊的重折叠态射与展开态射（折叠态射）融合[85]。

定理 4 (折叠态射-重折叠态射融合定理). 对于任意的高阶多态函数 𝜏 ∶ ∀𝐴, (F𝐴 → 𝐴) →
F𝐴 → 𝐴，如下等式始终成立。

(|𝜙|)F ⋅ [[𝜏 𝑖𝑛F, 𝜂, 𝜓]]F,G = [[𝜏 𝜙, 𝜂, 𝜓]]F,G

定理 5 (重折叠态射-展开态射融合定理). 对于任意的高阶多态函数 𝜎𝐴 ∶ ∀𝐴, (𝐴 →
F𝐴) → 𝐴 → F𝐴，如下等式始终成立。

[[𝜙, 𝜂, 𝜎 outF]]G,F ⋅ [(𝜓)]F = [[𝜙, 𝜂, 𝜎 𝜓]]G,F
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2.1.2.3 关系范畴和优化问题

一般情况下，程序在每个输入下只会产生唯一一个输出，范畴 Fun为这些程序提
供了抽象模型。然而，在考虑优化问题的时候，我们通常需要一到多的映射——因为在

一个优化问题中往往存在多个合法解。为了定义优化问题的抽象模型，Bird和 de Moor
等人引入了关系上的范畴 Rel作为工具[74]。

给定集合 𝐴和集合 𝐵，一个 𝐵 到 𝐴的关系 𝑅可以被 𝐴 × 𝐵 的一个子集 𝑆𝑅 描述，

其中 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆𝑅 表示 𝑅将 𝑏关联到 𝑎，记作 𝑎𝑅𝑏。为了与集合区分，本文将使用编号
靠后的大写字母（例如 𝑅, 𝑆, 𝑇）来表示关系。与范畴 Fun相比，Rel中的对象仍然是
集合，但是 𝐵到 𝐴的所有态射从 𝐵到 𝐴的函数集合扩充到了 𝐵到 𝐴的关系集合。下
面展示了与关系有关的基本操作。

• 给定 𝑅 ∶∶ 𝐴 ← 𝐵，其逆关系 𝑅∘ ∶ 𝐵 ← 𝐴被定义为 𝑏𝑅∘𝑎 ⟺ 𝑎𝑅𝑏。
• 给定 𝑅, 𝑆 ∶∶ 𝐴 ← 𝐵，𝑅是 𝑆 的子集（记作 𝑅 ⊆ 𝑆）当且仅当 𝑎𝑅𝑏 ⟹ 𝑎𝑆𝑏。类
似地，我们也可以定义关系上的交操作 𝑅 ∩ 𝑆 与并操作 𝑅 ∪ 𝑆。

• 给定𝑅 ∶∶ 𝐴 ← 𝐵, 𝑆 ∶∶ 𝐵 ← 𝐶，其复合𝑅⋅𝑆定义为 𝑎(𝑅⋅𝑆)𝑐 ⟺ ∃𝑏, 𝑎𝑅𝑏∧𝑏𝑆𝑐。
与 Fun类似，在 Rel中同样可以使用多项式函子定义数据结构。而折叠态射的概

念可以从 Fun中的折叠态射延拓得到。这一过程涉及到幂集的概念与相关操作。
• 对于集合 𝐴，P𝐴表示其幂集，即 {𝐴′|𝐴′ ⊆ 𝐴}。P可以被定义为 Rel上的一个
函子，但是本文不会使用其作用在关系上的部分。

• 关系 ∈∶∶ 𝐴 ← P𝐴将集合关联到其元素，即 𝑎 ∈ 𝐴 ⟺ 𝑎𝑅𝐴。
• 给定关系 𝑅 ∶∶ 𝐴 ← 𝐵，函数 Λ𝑅 ∶∶ P𝐴 ← 𝐵 返回和一个元素关联的元素集合，
即 Λ𝑅 𝑏 ≔ {𝑎|𝑎𝑅𝑏}。
给定多项式函子 F和关系𝑅 ∶∶ 𝐴 ← F𝐴，折叠态射 (|𝑅|)F的定义为∈ ⋅(|Λ(𝑅⋅F ∈)|)F。

因为 Λ(𝑅 ⋅ F ∈)是一个函数，所以 (|Λ(𝑅 ⋅ F ∈)|)可以沿用范畴 Fun中的定义。
在使用Rel描述问题时，并不需要单独引入展开态射 [(𝑅)]，因为它等价于 (|𝑅∘|)∘。对

应地，可以定义Rel上的重折叠态射。给定函子 F，关系𝑅 ∶∶ 𝐴 ← F𝐴和 𝑆 ∶∶ F𝐵 ← 𝐵，
重折叠态射 [[𝑅, 𝑆]]F为满足方程𝑋 = 𝑅 ⋅ F𝑋 ⋅ 𝑆的最小解。与范畴 Fun的情况相同，可
以证明重折叠态射是一个折叠态射和一个展开态射的复合，即 [[𝑅, 𝑆]] = (|𝑅|) ⋅ (|𝑆∘|)∘。

使用关系范畴描述优化问题 优化问题的定义依赖于最优化操作符 min。给定描述大

小顺序的关系 𝑅 ∶∶ 𝐴 ← 𝐴，其中 𝑎𝑅𝑏 表示 𝑎 在当前问题中不劣于 𝑏，最优化关系
min 𝑅 ∶∶ 𝐴 ← P𝐴将一个集合关联到其中的所有最优元素，它的定义如下。

𝑎(𝑚𝑖𝑛 𝑅)𝐴 ⟺ 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ ∀𝑏 ∈ 𝐴, 𝑎𝑅𝑏
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即 𝑎是集合 𝐴的一个最优元素当且仅当 𝑎在 𝐴中且 𝑎不劣于 𝐴中的任何一个元素。
一般性地，优化问题可以被看做从所有合法方案中选取最优方案的问题。它可以

被两个关系描述。给定输入类型 𝐴和方案类型 𝐵，关系 𝑆 ∶∶ 𝐵 ← 𝐴将输入关联到所
有合法方案，关系 𝑅 ∶∶ 𝐵 ← 𝐵 描述了方案间的优劣。此时，优化问题可以被定义为
𝑚𝑖𝑛 𝑅 ⋅ Λ𝑆，它先用函数 Λ𝑆 得到所有合法方案的集合，再由 𝑚𝑖𝑛 𝑅选出最优方案。
因为关系 𝑆 通常可以被定义成一个重折叠态射，所以程序演算中有关优化问题的

工作基本只考虑形如 𝑚𝑖𝑛 𝑅 ⋅ Λ[[𝑆, 𝑇 ]]的优化问题[21,74]。特别地，当重折叠态射中的展

开态射是平凡的时候，即𝑚𝑖𝑛 𝑅⋅Λ(|𝑆|)，对应的优化问题又被称为顺序决策过程[70,86,87]。

这一名字来自于 (|𝑆|)的行为：它构造合法解的决策过程严格按照输入的结构，并依次
使用子结构的合法解构建上一层结构的合法解。

2.1.2.4 算法层面的变换规则

分治算法 为了描述列表分治，程序演算引入了特殊组件列表同态。给定具有单位元

𝑒的二元操作符 ⊙和函数 𝑓，hom (⊙) 𝑓 表示满足如下方程的函数 ℎ（如果存在）。

ℎ [] = 𝑒 ℎ [𝑎] = 𝑓 𝑎 ℎ (xs ++ ys) = (ℎ xs) ⊙ (ℎ ys)

分治可以被直接用于计算列表同态[20,88–91]。给定对应操作符 ⊙ 的列表同态 ℎ 和
输入列表 xs，ℎ xs的值可以通过三步计算得到：(1)将 xs拆分为 ls ++ rs，(2)递归计算
𝑜1 = ℎ ls和 𝑜2 = ℎ rs，(3)返回 𝑜1 ⊙ 𝑜2。

同时，也有一系列关于列表同态的定理与变换规则得到了提出。其中最为重要的

是第三列表同态定理[92].

定理 6 (第三列表同态定理). 任何可以同时被从左到右计算和从右到左计算的函数都可
以被实现为列表同态.

Morihata等人于 2009年将第三列表同态定理 (定理 6)推广到了任意数据结构[67]。

本文将以二叉树 Tree为例对推广后的第三列表同态定理进行介绍。

Tree = Node Int Tree Tree | Leaf

首先，若要将第三列表同态定理推广到树结构上，一个自然的形式是“任何可以

同时被自顶向下计算和被自底向上计算的函数都可以被实现为树同态”。为此，需要

先定义树上这三类计算的含义。Morihata等人的工作使用树上的路径来定义这三类计
算，自然地，自顶向下表示按照从上到下的顺序处理路径上的每一个节点，自底向上

表示按照从下到上的顺序处理每一个节点，而树同态则是从路径中间的某一个位置切

开，并行地计算树的两个部分。
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该工作使用 Huet压缩子 [93]定义路径。对于二叉树，其压缩子 Zipper是一个元素
类型为 Either (Int,Tree) (Int,Tree)的列表，其中 Either 𝐴 𝐵的定义如下。

Either 𝐴 𝐵 = 𝐿 𝐴 | 𝑅 𝐵

每个压缩子代表了树上从根到叶子节点的一条路径。对于每一个元素，𝐿 (𝑛, 𝑡)表示当
前节点的值为 𝑛，左子树为 𝑡，而路径的下一步是右子树；𝑅 (𝑛, 𝑡)表示当前节点的值为
𝑛，右子树为 𝑡，而路径的下一步是左子树。根据这一含义，可以定义压缩子到二叉树
的转换函数 𝑧2𝑡 ∶ Tree ← Zipper如下所示。

𝑧2𝑡 [] = Leaf z2t ([𝐿 (𝑛, 𝑡)] ++ 𝑥) = Node 𝑛 𝑡 (𝑧2𝑡 𝑥)

𝑧2𝑡 ([𝑅 (𝑛, 𝑡)] ++ 𝑥) = Node 𝑛 (𝑧2𝑡 𝑥) 𝑡

在压缩子的基础上，可以进一步引入路径计算的概念，它表示在压缩子上完成原

本在树上进行的计算。而自顶向下和自底向上的计算都可以被看作是路径计算的特例。

定义 3 (二叉树路径计算). 给定函数 ℎ ∶∶ 𝐴 ← Tree，函数 ℎ′ ∶∶ 𝐴 ← Zipper是对应 ℎ的
一个路径计算当且仅当 ℎ ⋅ 𝑧2𝑡 = ℎ′。

定义 4 (二叉树自顶向下计算). 给定函数 ℎ ∶∶ 𝐴 ← Tree及其路径计算 ℎ′ ∶∶ 𝐴 ← Zipper，

如果存在⊗ ∶∶ 𝐴 ← (𝐴 × (Either (Int, 𝐴) (Int, 𝐴)))满足如下等式，则称 ℎ′是自顶向下的。

ℎ′ (𝑥 ++ [𝐿 (𝑛, 𝑡)]) = (ℎ′ 𝑥) ⊗ (𝐿 (𝑛, ℎ 𝑡)) ℎ′ (𝑥 ++ [𝑅 (𝑛, 𝑡)]) = (ℎ′ 𝑥) ⊗ (𝑅 (𝑛, ℎ 𝑡))

定义 5 (二叉树自底向上计算). 给定函数 ℎ ∶∶ 𝐴 ← Tree及其路径计算 ℎ′ ∶∶ 𝐴 ← Zipper，

如果存在⊕ ∶∶ 𝐴 ← ((Either (Int, 𝐴) (Int, 𝐴)) × 𝐴)满足如下等式，则称 ℎ′是自底向上的。

ℎ′ ([𝐿 (𝑛, 𝑡)] ++ 𝑥) = (𝐿 (𝑛, ℎ 𝑡)) ⊕ (ℎ′ 𝑥) ℎ′ ([𝑅 (𝑛, 𝑡)] ++ 𝑥) = (𝑅 (𝑛, ℎ 𝑡)) ⊕ (ℎ′ 𝑥)

自顶向下（自底向上）路径计算的定义相当于压缩子结构上的从左到右（从右到

左）计算。相似地，树同态的定义相当于压缩子结构上的列表同态，它要求在任何位

置切开压缩子的情况下都能够完成计算。

定义 6 (树同态). 函数 ℎ ∶∶ 𝐴 ← Tree 是一个树同态当且仅当存在函数 𝜙 ∶∶ 𝐴 ←
Either (Int, 𝐴) (Int, 𝐴)和操作符 ⊙ ∶∶ 𝐴 ← (𝐴 × 𝐴)，满足如下等式。

ℎ′ [] = 𝑒 ℎ′ [𝐿 (𝑛, 𝑡)] = 𝜙 (𝐿 (𝑛, ℎ 𝑡))

ℎ′ [𝑅 (𝑛, 𝑡)] = 𝜙 (𝑅 (𝑛, ℎ 𝑡)) ℎ′(xs ++ ys) = ℎ′ xs ⊙ ℎ′ ys

其中函数 ℎ′等于 ℎ ⋅ 𝑧2𝑡，值 𝑒表示操作符 ⊙的单位元。
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树分治的算法模式可以被应用于任意的树同态[94]。Morihata等人证明了在给定 𝑝
个处理器的情况下，如果 𝜙和⊙都是常数时间的，则树同态的结果可以在𝑂(𝑛/𝑝+ log 𝑝)
的时间内计算，其中 𝑛为树的大小[67]。

基于以上定义，二叉树上的第三同态定理的内容如下。

定理 7 (二叉树上的第三同态定理). 给定函数 ℎ ∶ 𝐴 ← Tree，如果它存在自顶向下且自

底向上的路径计算 ℎ′ ∶ 𝐴 ← Zipper，则 ℎ一定可以被实现为树同态。

稀疏定理 为了描述组合优化问题上的最优化算法，de Moor于 2005年提出了稀疏定
理[70]，用于描述对顺序决策过程 𝑚𝑖𝑛 𝑅 ⋅ (|𝑆|)的优化。该定理来源于一个自然的剪枝思
路。许多情况下，在通过子结构的合法解构造上一层结构的合法解时，并不是所有合

法解都是有用的。而对于那些显然不优的合法解，我们可以在子结构层面就将其删去，

从而节约后续的构造时间。

为了形式化地描述这一思路，de Moor引入了稀疏化算子 thin。给定关系𝑄 ∶∶ 𝐴 ←
𝐴，稀疏化关系 thin 𝑄 ∶∶ P𝐴 ← P𝐴的定义如下所示。

𝑥(thin 𝑄)𝑦 ⟺ 𝑥 ⊆ 𝑦 ∧ ∀𝑏 ∈ 𝑦, ∃𝑎 ∈ 𝑥, 𝑎𝑄𝑏

当 𝐴表示优化问题中解的类型且关系𝑄描述了解之间的优劣关系时，关系 thin 𝑄将一
个解的集合关系到它的一些效果上等价的子集。具体而言，令 𝑦是一个解的集合，𝑥是
它的一个满足 𝑥(thin 𝑄)𝑦的子集，那么条件 ∀𝑏 ∈ 𝑦, ∃𝑎 ∈ 𝑥, 𝑎𝑄𝑏要求 𝑦中任何一个解的
效果都被 𝑥中的某一个解覆盖。这意味着解集 𝑥可以直接替代解集 𝑦。
在稀疏化算子 thin 𝑄的基础上，下面展示了稀疏定理的内容。

定理 8 (稀疏定理). 如果 𝑄 ⊆ 𝑅且 𝑆 ⋅ F𝑄∘ ⊆ 𝑄∘ ⋅ 𝑆，则如下公式成立。

𝑚𝑖𝑛 𝑅 ⋅ (|thin 𝑄 ⋅ Λ(𝑆 ⋅ F ∈)|) ⊆ 𝑚𝑖𝑛 𝑅 ⋅ Λ(|𝑆|) (2.3)

在该定理中，公式右侧是一个顺序决策过程，而左侧给出了一个更小的关系。它

表示在只需要得到任意一个最优解时，可以用左侧的关系代替朴素的顺序决策过程。

在等式左侧，(|thin 𝑄 ⋅ Λ(𝑆 ⋅ F ∈)|)是一个从输入到方案集合的关系。与 (|𝑆|)类似，
该关系严格按照输入的结构顺序构造解的集合。其构造过程分为两个阶段。在第一阶

段中，函数 Λ(𝑆 ⋅ F ∈)输出一个包含所有可以从子结构上的解构造得到的解的集合。接
着，在第二阶段中，关系 thin 𝑄将这个解的集合关联到所有与之等效的子集，表示删
去那些在关系 𝑄下不优的解。
考虑定理的两个条件。首先，𝑄 ⊆ 𝑅蕴含 𝑚𝑖𝑛 𝑅 = 𝑚𝑖𝑛 𝑅 ⋅ thin 𝑄，即对于任意解的

集合，thin 𝑄都不会将其中（在 𝑅意义下的）最优解删去，从而保证左侧程序在通过
thin 𝑄剪枝的过程中，永远不会将最优解删去。
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图 2.2 不同的规约形式下，已有的归纳程序合成方法的求解效率。

接着，考虑条件 𝑆 ⋅ F𝑄∘ ⊆ 𝑄∘ ⋅ 𝑆。该公式的两侧均为 F𝐴到 𝐴的关系，都将子结
构上的解关联到上层结构的解。它等价于如下的公式。

∀𝑥, 𝑦 ∈ F𝐴, ∀𝑎 ∈ 𝐴, (𝑥F𝑄𝑦 ∧ 𝑎𝑆𝑦 → ∃𝑏 ∈ 𝐴, 𝑏𝑆𝑥 ∧ 𝑏𝑄𝑎) (2.4)

它要求对于任意两个子结构的解 𝑥, 𝑦，如果 𝑥在 𝑄中优于 𝑦 (即 𝑥F𝑄𝑦)，则对于任意 𝑦
能产生的上层解 𝑎，都存在 𝑥能产生的上层解 𝑏，使得 𝑏在 𝑄中优于 𝑎（即 𝑏𝑄𝑎）。该
条件保证了每一步被 thin 𝑄排除的解都不可能在后续构造中产生更优的解。
后续的研究对稀疏定理提出了一系列改进，例如将该定理推广到更一般的优化问

题[95]，将该定理与其他程序变换技术结合以进一步优化结果[72]。

2.2 归纳程序合成技术

归纳程序合成会在程序空间中搜索，直到找到满足给定规约的程序。其主要挑战在

于搜索效率，因为程序空间通常非常大，甚至可能是无限的。为了解决这一挑战，现有

研究对不同的程序空间与规约形式提出了许多针对性的高效方法。按照技术特点，现

有方法可以被分为四类：基于枚举的合成方法[28,29]，基于约束求解的合成方法[30,31]，

基于空间表示的合成方法[32–35] 和基于合一化的合成方法[36–38]。同时，近期也有一些

工作尝试将这些合成方法与概率模型相结合，以进一步提升效率[39–41]。

然而，尽管已经存在大量的归纳程序合成方法，多数情况下的归纳合成仍然是低

效的。如图2.2所示，现有方法只在一个名为样例编程的特例上，展现出了相对突出的
求解能力。本节将先引入样例编程问题，再进一步介绍归纳程序合成的几类方法。

2.2.1 样例编程与反例制导的归纳程序合成

样例编程[96]要求规约以输入输出样例的形式给出，例如 𝑓(1, 2) = 3。此外，输入
输出形式的逻辑规约也可以通过反例制导的归纳程序合成框架（CEGIS）简化为样例

24



第二章 相关研究现状

图 2.3 通过反例制导的程序合成将逻辑规约转为输入输出样例。

形式[43]。具体而言，给定规约 Φ = ∃𝑓, ∀𝑥, 𝑓(𝑥) = ref(𝑥)，CEGIS的运行流程如图2.3所
示。它以迭代的方式进行程序合成，并在合成过程中维护一个输入输出样例的集合（初

始为空）。在每一轮中，其合成过程如下所示。

• 首先，CEGIS在当前的输入输出样例集合上调用样例编程求解器，并得到一个
满足所有已知样例的候选程序。

• 接着，CEGIS用一个验证器验证当前候选程序是否满足逻辑规约。如果满足，说
明已经得到了一个正确程序，则将其作为结果返回。否则，CEGIS要求验证器
返回一个能拒绝当前程序的反例，将该反例加入样例集合，并开始下一轮迭代。

2.2.2 不同类别的归纳程序合成方法

接下来，本文将分类介绍现有的归纳程序合成方法。为了方便，本节只考虑样例

编程问题，并假设程序空间由上下文无关文法定义。

基于枚举的合成方法 基于枚举的合成方法依次遍历程序空间中的程序，直到满足规

约。现有方法一般按照从小到大、自底向上的顺序枚举[28]。对于每一个大小，该方法

会尝试所有可能的产生式，并用较小的子程序构造当前大小的程序集合。

完全遍历所有程序往往会带来不必要的开销，因为程序空间中存在着等价程序，例

如 𝑥 + 𝑦与 𝑦 + 𝑥。为了改进这一点，Abhishek提出了剪枝策略观察等价法 [29]。对于每

个枚举到的程序，观察等价法都会计算并记录该程序在每个样例上的输出，并跳过所

有在样例集合上产生重复输出的程序。

基于约束求解的合成方法 给定上下文无关文法𝐺与一系列输入输出样例 𝐼𝑖 ↦ 𝑂𝑖，基

于约束求解的合成方法将 𝐺 中程序的语法与语义编码成约束，并使用 SMT求解器解
出满足所有输入输出样例的程序。具体而言，该方法需要编码两类约束。

• 结构约束 𝜙𝑠(𝑥𝑠)，其中 𝑥𝑠是一系列的结构变量。该约束要求 𝑥𝑠对应一个合法程

序，且该程序被包含在程序空间中。

• 语义约束 𝜙𝑣(𝑥𝑠, 𝑥𝑖, 𝑥𝑜, 𝑥𝑡)，其中 𝑥𝑠是结构变量，𝑥𝑖是一系列代表输入的变量，𝑥𝑜

是一个代表输出的变量，𝑥𝑡是一系列的临时变量。该约束要求 𝑥𝑠对应的程序在
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图 2.4 基于电路表示编码程序 𝑦 + 𝑥，其
中黑色箭头代表每个组件的输入输出，蓝
色线条代表电路连接。

图 2.5 基于语法树编码程序 𝑦 + 𝑥，
其中虚线矩形代表语法树的节点，蓝
色矩形代表选中的组件。

输入 𝑥𝑖时的输出恰好是 𝑥𝑜。

给定编码方法，满足下列约束的一组结构变量 𝑥𝑠对应着一个合法程序，它可以被 SMT
求解器解出。

∃𝑥𝑠,
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜙𝑠(𝑥𝑠) ∧ ⋀

𝐼𝑖↦𝑂𝑖

∃𝑥𝑖
𝑡, 𝜙𝑣(𝑥𝑠, 𝐼𝑖, 𝑂𝑖, 𝑥𝑖

𝑡)
⎞
⎟
⎟
⎠

目前常用的编码方法有两种，分别是基于电路表示的编码方法 [30] 和基于语法树

的编码方法[31]。其中基于电路表示的编码方法由 Jha等人于 2010年提出。图 2.4展示
了该编码方法的一个实例。该编码方式假设用户给定了一系列可用的组件，包括所有

的输入变量、可用的常量以及操作符，并将每一个程序视为连接这些组件的一个电路。

在这一编码方式中，结构约束用于确保电路的合法性，包括电路无环，以及每个组件

的输入（输出）都被唯一地连接到其他组件的输出（输入）；而语义约束则需要限制每

个组件的行为，以保证全局输出与电路连接一致。

基于语法树的编码方法由Mechtaev等人于 2018年提出[31]。该方法假设目标程序

的语法树结构已经给定，并用结构变量表示每个节点使用的组件。图 2.5展示了基于语
法树编码程序的一个实例。在这种编码方式下，因为语法树的结构已经固定，所以结

构约束只需要保证每个语法树节点恰有一个组件被选中；而语义约束则需要限制每个

语法树节点的行为，以保证全局输出与语法树一致。

基于空间表示的合成方法 给定上下文无关文法𝐺与一系列输入输出样例 𝐼𝑖 ↦ 𝑂𝑖，基

于空间表示的合成方法使用变形代数空间 (VSA)[97] 表示 𝐺 中满足输入输出样例的所
有程序，并将该空间中的任意一个程序作为结果返回。

VSA可以视为一种特殊的上下文无关文法，它包含了如下三类节点。
• 第一类节点直接表示了一个程序集合 {𝑝1, … , 𝑝𝑘}。
• 第二类节点 U(𝑁1, … , 𝑁𝑘)表示了一些其他节点对应的程序集合的并。
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• 第三类节点 𝑓(𝑁1, … , 𝑁𝑘)表示所有形如 𝑓(𝑝1, … , 𝑝𝑘)的程序形成的集合，其中
𝑝𝑖在节点𝑁𝑖对应的程序集合中。

基于空间表示的合成方法要求问题中的上下文文法 𝐺符合 VSA的形式。此时，𝐺
中所有满足样例 𝑒的程序形成的VSA（记作𝐺[𝑒]）可以通过在节点上标记输出构造。具
体而言，𝐺[𝑒]中的每一个节点都对应着 𝐺中的一个节点 𝑆 和一个可能的输出 𝑣，记作
⟨𝑆, 𝑣⟩，它对应的程序集合是 𝑆 的一个子集，且恰好包含在样例 𝑒上输出为 𝑣的程序。
变形代数空间 𝐺[𝑒]的构造方法可以被分为自顶向下[33]与自底向上[35]两类。自顶

向下的构造方法由 Polozov等人于 2015年提出[33]。该方法使用见证函数来将样例输出

分解为可能的中间输出，并只对这些中间输出构造节点。

定义 7 (见证函数). 给定全局输入 𝐼 与操作符 𝑓(𝑝1, … , 𝑝𝑘)，见证函数 𝜔𝑓,𝐼 (𝑣)输出一个
以 𝑘元组为元素的集合，满足如下条件。

∀(𝑣1, … , 𝑣𝑘) ∈ 𝜔𝑓,𝐼 (𝑣). J𝑓K𝐼 (𝑣1, … , 𝑣𝑘) = 𝑣

其中 J𝑓K𝐼 (𝑣1, … , 𝑣𝑘)表示 𝑓 在输入 𝑣1, … , 𝑣𝑘且变量取值为 𝐼 时的输出。

给定输入输出样例 𝑒 = 𝐼 ↦ 𝑂，自顶向下的方法会以如下方式构造节点 ⟨𝑆, 𝑣⟩。
• 如果 𝑆 = {𝑝1, … , 𝑝𝑘}，则 ⟨𝑆, 𝑣⟩ ≔ {𝑝 ∈ 𝑆 | J𝑝K(𝐼) = 𝑣}，其中 J𝑝K(𝐼)表示程序 𝑝
在输入为 𝐼 时的输出。

• 如果 𝑆 = U(𝑁1, … , 𝑁𝑘)，则 ⟨𝑆, 𝑣⟩ ≔ U(⟨𝑁1, 𝑣⟩, … , ⟨𝑁𝑘, 𝑣⟩)。
• 如果 𝑆 = 𝑓(𝑁1, … , 𝑁𝑘)，则计算见证函数 𝜔𝑓,𝐼 (𝑣)，为结果中的每个 𝑘元组构造
对应的 VSA节点，再将这些节点合并。

通过使用见证函数，自顶向下的方法只考虑可能会产生目标输出的中间结果，极大地

减少了需要构造的 VSA节点数量。

自底向上的构造方法由王新宇等人于 2017年提出[35]。给定 VSA 𝐺与输入输出样
例 𝑒 = 𝐼 ↦ 𝑂，自底向上的方法通过如下方式构造 𝐺[𝑒]。

1. 对于 𝐺中的节点𝑁 = {𝑝1, … , 𝑝𝑛}，将集合 {𝑝𝑖}并入节点 ⟨𝑁, J𝑝𝑖K(𝐼)⟩。
2. 对于 𝐺 中的节点 𝑁 = U(𝑁1, … , 𝑁𝑘)与每一个值 𝑣，如果 ⟨𝑁, 𝑣⟩未被创建且每
一个 ⟨𝑁𝑖, 𝑣⟩均非空，则创建节点 ⟨𝑁, 𝑣⟩ ≔ U(⟨𝑁1, 𝑣⟩, … , ⟨𝑁𝑘, 𝑣⟩)。

3. 对于 𝐺中的每一个节点𝑁 = 𝑓(𝑁1, … , 𝑁𝑘)与每一组值 (𝑣1, … , 𝑣𝑘)，如果每一个
⟨𝑁𝑖, 𝑣𝑖⟩均非空，则将 𝑓(⟨𝑁1, 𝑣1⟩, … , ⟨𝑁𝑘, 𝑣𝑘⟩)并入节点 ⟨𝑁, J𝑓K𝐼 (𝑣1, … , 𝑣𝑘)⟩。

4. 重复步骤 2和 3，直到 VSA的结构不再改变或者迭代轮数到达上限。
基于上述构造方式，后续研究将抽象精化技术 [34]与层次有限树自动机[98]引入了

构造过程，进一步提升了基于空间表示的程序合成方法的效率与泛用性。
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基于合一化的合成方法 Kroening 等人于 2015 年提出了基于合一化的程序合成框架
(STUN)[36]。给定程序合成问题，该框架首先合成一些可能用于目标程序的组件，再使
用特殊的合一操作符将这些组件合并成完整程序。常见的合一操作符包括分支操作符

𝑖𝑡𝑒、逻辑与 ∧、逻辑或 ∨等。本文只对分支操作符 𝑖𝑡𝑒进行介绍。
STUN在合成分支程序时，要求文法 𝐺以 𝑆 → 𝑇 | ite(𝐶, 𝑇 , 𝑇 )的形式给出，其中

非终结符 𝐶 与 𝑇 分别代表分支条件与分支语句。STUN框架下的程序合成器由语句合
成器 T与合一器 U组成，其合成过程如下。

• 语句合成器 T生成一个能够覆盖所有样例的语句集合 𝑇。
• 合一器 U合成合适的分支条件，并将 𝑇 合并成一个满足所有样例的分支程序。
基于 STUN 框架，Alur 等人于 2017 年提出了一个高效的分支程序合成器 EU-

SOLVER [38]。它使用的语句合成器 T𝐸 与合一器 U𝐸 如下所示。

• T𝐸 从小到大枚举可用的分支语句。对于每一个语句，如果它满足的样例集合与

已有的语句均不相同，则把它加入到语句集合中。如果语句集合中的所有程序

已经覆盖了所有样例，T𝐸 便将它作为结果返回。

• U𝐸 从小到大枚举可用的条件语句，并使用决策树学习算法 ID3[99] 来将语句集
合合并成满足所有样例的分支程序。

与概率模型相结合的合成方法 随着机器学习技术的发展，也有一系列工作尝试使用

概率模型加速已有的程序合成技术[39–41,100–102]。其中，Menon等人于 2013年使用概率
上下文无关文法（PCFG）加速基于枚举的程序合成方法[101]。PCFG[103]是一种经典的

概率模型，它由一个上下文无关文法 𝐺与概率函数 𝛾 组成，其中 𝛾 为 𝐺中的每一条产
生式赋予了一个概率值，表示其被选用的概率。为了保证概率是良定义的，𝛾 需要保证
对 𝐺中的每一个非终结符 𝑆，从 𝑆 出发的所有产生式的概率和为 1。若程序 𝑝由产生
式 𝑟1, … , 𝑟𝑛得到，则 𝑝在 PCFG中的概率为

∏𝑛
𝑖=1 𝛾(𝑟𝑖)。

概率上下文无关文法可以与自顶向下的枚举方法结合。在不引入 PCFG时，自顶
向下的枚举方法使用队列维护所有可能的语法展开结果，并每次将产生式应用于队首。

而在引入概率模型后，则需要使用优先队列维护可能的展开结果，并总是将产生式应

用于概率最大的情况。

Lee 等人于 2018 年对上述朴素方法作出了两点优化，并提出了程序合成器 EU-
PHONY[40]。首先，EUPHONY使用 A*算法枚举展开结果。对于每一个非终结符，定义其
启发值为其对应程序中的概率最大值；对于每一个展开结果，定义其启发值为其概率

乘以所有涉及的非终结符的启发值。可以证明，每一个展开结果的启发值一定是它能

得到的程序的概率上界。利用这一点，EUPHONY在使用优先队列维护展开结果时，会
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将产生式应用于启发值最大的情况而非概率最大的情况。

其次，EUPHONY使用了概率高阶文法来指导枚举过程。概率高阶文法 (PHOG)[104]

是一个由上下文无关文法 𝐺、上下文函数 𝛼与概率函数 𝛾 组成的三元组。
• 给定包含非终结符的展开结果 𝑝，𝛼(𝑝)表示 𝑝中最左非终结符的上下文。
• 给定上下文 𝑐与产生式 𝑟，𝛾(𝑐, 𝑟)表示了产生式 𝑟在上下文为 𝑐时被选用的概率。

类似上下文无关文法，为了保证概率是良定义的，𝛾 需要对于任意上下文与任意 𝐺中
的非终结符，从该非终结符所有产生式的概率和为 1。对于程序 𝑝，若其最左展开使用
的产生式为 𝑟1, … , 𝑟𝑛，且对应的上下文为 𝑐1, … , 𝑐𝑛，则 𝑝的概率为∏𝑛

𝑖=1 𝛾(𝑐𝑖, 𝑟𝑖)。
PHOG 的表达能力严格强于 PCFG，因为后者是前者在上下文函数为常函数时的

特例。因此，PHOG能更精确地描述程序分布，从而更准确地引导枚举过程。实验结果
表明，EUPHONY在使用 PHOG时比使用 PCFG时多解出了 77.4%的合成任务。

除了更改模型，选择适当的程序展开顺序同样可以提升概率模型的准确度，因为

不同的展开顺序对应着不同的预测难度。基于这一观察，北京大学的熊英飞团队于 21
年提出了扩展规则的概念 [102]。在上下文无关文法的基础上，扩展规则显式地指定了

展开顺序。具体而言，每个扩展规则由产生式 𝑟与位置符 𝑝组成，表示在已知产生式 𝑟
中第 (𝑝 + 1)个非终结符的情况下，可以扩展出产生式右侧的结果。当 𝑝 = 0时，扩展
规则与产生式等价，定义了一次自顶向下的展开；当 𝑝 > 0时，它表示从子程序扩展到
完整程序，定义了一次自底向上的展开；特殊地，𝑝 = ⊥表示初始规则，它表示枚举的
起点。实验表明，合适的扩展规则可以显著提升概率模型对程序合成的加速效果。

2.3 结合演绎与归纳的程序合成技术

尽管现有研究已经提出了大量演绎推理规则与归纳合成方法，但这些方法在求解

算法问题时仍然存在其不足之处。

• 演绎推理的缺陷在于其表达能力。它优化程序的前提在于其变换规则足够表达
从参考程序到目标程序的变换。然而，算法优化在很多情况下需要利用问题特

定的性质，这些性质是难以预先预测的，因此也难以被预先定义的程序变换规

则所覆盖。例如，目前最先进的演绎推理系统[105] 并不支持在变换过程中创造

辅助值，但在本文收集的算法问题中，需要辅助值的任务占到了全部的 48%。
• 归纳程序合成的缺陷在于其求解效率。一方面，归纳程序合成是一个搜索过程，
其时间开销会随着目标程序的变大而指数级上升；另一方面，算法问题中目标

程序的规模往往很大，通常远远超出归纳合成技术的求解能力。因此，尽管目

前已经研究尝试用归纳程序合成直接生成高效程序[16,17,106–108]，这些方法仍然

只能支持线性结构的小规模程序（例如简单汇编程序），无法合成复杂算法。
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def mts(xs):
mts = 0
for x in xs:

mts = max(mts + x, 0)
return mts

图 2.6 求解列表最大后缀和问题
的从左到右计算。

def mts(xs):
mts, tot = 0, 0
for x in reversed(xs):

mts = max(tot + x, mts)
tot += x

return mts

图 2.7 给定图 2.6 中的程序，由
PARSYNT推理出的从右到左计算。

为了克服这些缺陷，一些研究尝试结合演绎推理与归纳程序合成的优点，以高效

地求解算法问题[10,25,27,62]。其中，演绎推理可以有效地化简程序合成问题，缓解归纳

程序合成在效率上的挑战；而归纳程序合成可以在一个足够丰富的程序空间中搜索必

要的组件，有效地提升推理系统的表达能力。

在这一框架下，多伦多大学的 Farzan等人针对列表分治提出了 PARSYNT系统[10,62]。

给定一个从左到右计算的参考程序，PARSYNT先用演绎变换将参考程序重写成从右到
左计算的形式，并提取必要的辅助值；再使用归纳程序合成生成对应的合并操作。

以列表最大后缀和问题为例，图 2.6展示了该问题上的一个从左到右计算。给定该
参考程序，PARSYNT会枚举长度不同的变量列表，得到 mts的符号输出，并尝试将该输

出变形成从右到左计算的形式。以长度为 3的列表为例，此时的变量列表为 [𝑎, 𝑏, 𝑐]，而
mts的符号输出为 max(max(max(𝑎, 0) + 𝑏, 0) + 𝑐, 0)。为了得到从右到左计算，PARSYNT
的变换目标是将这一符号输出拆分成关于 𝑎和 mts([𝑏, 𝑐])的表达式，过程如下：

max(max(max(𝑎, 0) + 𝑏, 0) + 𝑐, 0)

⟹ max(𝑎 + 𝑏 + 𝑐, 𝑏 + 𝑐, 𝑐, 0)

⟹ max(𝑎 + 𝑏 + 𝑐, (max(𝑏, 0) + 𝑐, 0))

⟹ max(𝑎 + 𝑏 + 𝑐,mts([𝑏, 𝑐]))

此时，拆分结果中除了 𝑎和 mts([𝑏, 𝑐])，还包含了一个额外表达式 𝑏 + 𝑐。PARSYNT会将
它泛化成列表求和函数 sum在列表 [𝑏, 𝑐]上的输出，并作为辅助值加入原程序。这样，
PARSYNT可以成功地得到列表后缀和的一个从右到左计算，如图 2.7所示。
因为 mts在经过辅助值 sum的扩充后既可以被从左到右计算也可以被从右到左计

算，所以根据列表第三同态定理（定理 6），该扩充函数一定可以被分治计算，不需要
更多的辅助值。因此，PARSYNT会使用归纳程序合成方法直接为 mts与 sum生成合并

算子，从而规避了使用归纳程序合成寻找辅助值的难题。

使用类似的思路，北京大学的孙奕灿等人针对动态规划算法提出了 SYNMEM 系
统[27]。该系统会使用演绎推理得到合适的动态规划状态，然后再使用归纳程序合成技
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术生成对应的转移方程。

尽管这些系统已经可以合成相对复杂的程序，但它们仍然受限于演绎推理技术的

表达能力缺陷，对使用场景有着严格的限制。PARSYNT需要一个从左到右计算作为输
入，并不能支持其他形式的参考程序；而 SYNMEM 只能支持列表上的动态规划算法，
难以被扩展到其他的数据结构。此外，这些系统在泛用性上也存在着局限性。它们的

演绎推理系统均特化于各自的算法模式，很难被扩展到其他的算法模式上。

2.4 生成模型在算法问题上的应用

随着机器学习技术的发展，一些生成模型也可以被用于求解算法问题[63,64,109,110]。

DeepMind公司在 2022年提出了自动编程模型 ALPHACODE[109]，第一次在算法竞赛领
域达到了人类选手的平均水平。该模型包含 410亿参数，使用了基于 Transformer的编
码-解码架构。它首先使用了 GitHub上的代码数据进行预训练，再在算法竞赛数据集
上使用强化学习微调；最终在解题过程中，它会对候选程序聚类、用测试数据筛选，最

终得到结果程序。实验结果表明，ALPHACODE可以在算法竞赛平台 Codeforces [111]上

击败接近 50%的人类选手。
在此之后，随着大语言模型能力的提升，一些模型自然涌现出了对算法问题的求

解能力 [63,64,112]。在这些模型的预训练数据中，包含了大量算法相关的材料，例如相关

课程、教材、竞赛题目及题解等。因此，给定问题描述与时间复杂度需求作为提示，这

些模型可以运行相关知识进行推理，并给出具有一定正确性与创新性的程序。

然而，相比于传统的程序合成方法，大语言模型的缺陷在于性质保障[113,114]。以

正确性为例，因为大模型的推理基于自然语言而非严谨的逻辑系统，所以从原理上无

法保证结果的正确性。即使在一些相对简单的编程任务上，它也可能会给出错误的程

序。如图 2.8所示，在将列表分治用于计算最大后缀和时，O3-MINI会将参考程序误认
为是在求解最大子段和，从而返回完全错误的结果。

为了克服这一缺陷，已经有一些研究尝试将大语言模型与符号推理系统结合，由

符号推理系统保障正确性，并由大语言模型加速搜索[115–117]。然而，这些研究目前还

局限在几何题求解[115]、定理证明[116,117]等特殊领域，无法被用于解决算法问题。
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图 2.8 在将分治用于求解最大后缀和时，O3-MINI会错误地返回一个计算最大子段和的程序。
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第三章 算法问题的归约方法

3.1 引言

使用程序合成求解算法问题时的一大挑战在于如何实现通用性。在算法设计领域

存在着大量不同的算法模式，例如分治[20]、动态规划[21]、增量算法[9]、结构递归[22]、

滑动窗口[23]、线段树[24]等。因此，面向算法问题的程序合成方法必须具备足够的通用

性，以支持多种不同模式下的程序合成。否则，若每次仅针对单一模式设计程序合成

方法，则需要付出巨大的研究代价才能覆盖足够多的算法模式，难以实现广泛应用。

为了克服这一难题，本文提出了提升问题的概念，用以刻画不同算法模式在使用

时的核心问题。具体而言，本文发现许多算法模式本质上都在描述对输入的遍历方式。

这类算法模式存在平凡的应用方式：它先按照算法模式遍历输入，将完整的输入原样

返回，再运行参考程序计算结果。作为例子，图 3.1 展示了应用列表分治时的平凡程
序。它先用函数 dac在分治模板的限制下还原了输入列表 xs，再在还原后的列表上运

行了参考程序 ref，从而既使用了分治算法也保证了结果与参考程序一致。

然而，这一平凡程序并不能解决算法问题，因为它的运行效率严格比参考程序更

差。而优化这一程序的关键在于如何改进对算法模式的使用，使函数 dac在不完整返

回输入的情况下，仍然能得到参考程序的输出。提升问题是对这一关键步骤的形式化，

它定义了一个关于中间数据结构消除的程序合成问题。其目标是为一个数据结构合成

一个高效形式，使得该数据结构上的一些特定计算可以被高效地完成。

在提升问题的基础上，本文进一步提出了 SUFU语言，用于自动地将算法算法问题
归约到提升问题。在使用这一语言时，用户需要提供算法问题的平凡程序（例如图 3.1）
并在类型上标注需要被消除的中间数据结构。SUFU会使用类型信息提取出所有与中间
数据结构相关的计算，并抽取出对应的提升问题。图 3.2展示了与图 3.1对应的 SUFU
程序，其中 Packed是用于标注中间数据结构的类型注释。

为了评估 SUFU语言的能力，本文从现有研究中 [10,12,13,22,23,49,65,111,118–122]收集了

290个算法问题，构成一个多样化的数据集。通过使用 SUFU语言对数据集中的所有问
题进行描述，本文验证了该语言在不同算法模式上的通用性。同时，实验结果也证明

了 SUFU语言在归约时的有效性。它可以成功地将数据集中的所有问题归约到提升问
题，平均用时仅为 0.02秒。

综上所述，本章的主要创新点包括以下内容：

• 提出了一类新颖的程序合成问题，称为提升问题，以刻画不同算法模式在使用
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def dac(xs, l, r):
if r - l == 1:

return [xs[l]]
mid = (l + r) // 2
lres = dac(xs, l, mid)
rres = dac(xs, mid, r)
return lres + rres

res = dac(xs, 0, len(xs))
return ref(res)

图 3.1 应用分治算法时的平凡解。

dac :: List -> Packed List
dac Single(x) = Single(x)
dac xs =

let ls, rs = split xs in
concat (dac ls) (dac rs)

main xs = ref (dac xs)

图 3.2 与图 3.1对应的 SUFU程序

时的核心问题（第 3.2节）。
• 设计了一种用于描述算法问题的语言 SUFU（详见第 3.3节），同时提出了一种
自动化方法，可将用 SUFU描述的算法问题归约为提升问题（详见第 3.4节）。

• 构建了一个包含 290个算法问题的数据集，并通过实验评估证明了 SUFU语言
的通用性与有效性（第 3.5节）。

3.2 提升问题

3.2.1 问题定义

提升问题的定义依赖于多项式函子的概念（第 2.1.2.1节），本文在此稍作回顾。

定义 8 (多项式函子). 一个多项式函子 F将类型映射到类型，函数映射到函数。它由四
个基础函子通过特定文法组合而成，如下所示，其中 𝔽 是文法中的非终结符，I表示单
位函子，!𝑇 表示对应类型 𝑇 的常函子，而 ×与 +分别对应集合的直积与直和。

𝔽 ≔ I | !𝑇 | 𝔽 × 𝔽 | 𝔽 + 𝔽

多项式函子对应的类型映射与函数映射如下所示：

类型映射
I𝑇 ≔ 𝑇 (F1 × F2) 𝑇 ≔ F1𝑇 × F2𝑇
(!𝑇 ′) 𝑇 ≔ 𝑇 ′ (F1 + F2) 𝑇 ≔ ({1} × F1𝑇 ) ∪ ({2} × F2𝑇 )

函数映射
I𝑓 𝑥 ≔ 𝑓 𝑥 (F1 × F2)𝑓 (𝑥, 𝑦) ≔ (F1𝑓 𝑥, F2𝑓 𝑦)
(!𝑇 ′)𝑓 𝑥 ≔ 𝑥 (F1 + F2)𝑓 (𝑡, 𝑥) ≔ F𝑡𝑓 𝑥

提升问题的定义如下所示。给定一个数据结构、该数据结构上的一系列操作，以

及一个时间复杂度限制，提升问题的目标是为该数据结构合成一种高效形式，使得所

有操作都可以在给定的时间复杂度内完成。
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∀x ∶ Int
comb1 𝑥 = repr [𝑥]

∀xs, ys ∶ List
comb2 (repr xs, repr ys) = repr (xs ++ ys)

∀xs ∶ List
comb3 (repr xs) = ref xs

def dac(xs, l, r):
if r - l == 1:

return comb1(xs[l])
mid = (l + r) // 2
lres = dac(xs, l, mid)
rres = dac(xs, mid, r)
return comb2(lres, rres)

res = dac(xs, 0, len(xs))
return comb3(res)

图 3.3 列表分治的提升问题以及对应的程序模板。

表 3.1 列表分治上提升问题的参数。

𝐷 = List T = 𝑂(1)
F1 = !Int G1 = I calc1 𝑥 = [𝑥]
F2 = I × I G2 = I calc2 (xs, ys) = xs ++ ys
F3 = I G3 = !Int calc3 xs = ref xs

定义 9 (提升问题). 给定数据结构 𝐷，数据结构 𝐷上的一系列计算 calc𝑖 ∶∶ F𝑖𝐷 ↦ G𝑖𝐷
（其中 F𝑖 与 G𝑖 都是多项式函子），与时间复杂度限制 T，提升问题的目标是合成重构

函数 repr ∶∶ 𝐷 ↦ 𝐷′ 以及新数据结构 𝐷′ 上的一系列时间开销在 T 内的计算 comb𝑖 ∶∶
F𝑖𝐷′ ↦ G𝑖𝐷′，使得 comb𝑖与 calc𝑖在 repr的映射下行为一致。其形式化规约如下所示：

∀in ∈ F𝑖𝐷. comb𝑖 (F𝑖repr in) = G𝑖repr (calc𝑖 in) (3.1)

例 4. 图 3.3展示了将列表分治用于优化参考程序 ref时的提升问题，其三行规约分别

对应了分治的终止情况、对中间结果的合并、以及对最终输出的计算。将该问题的任

意合法解填入右侧的程序模板，都能产生原算法问题的一个结果程序。表 3.1列举了这
一提升问题中各个参数的取值。

提升问题的规约（公式 3.1）考虑了输入空间 F𝑖𝐷中的所有输入。反例制导的归纳
程序合成框架（CEGIS）可以将该规约简化为样例形式，其归约如下所示：

∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb𝑖 (F𝑖repr in) = G𝑖repr out

其中 𝔼𝑖是关于 calc𝑖的一组输入输出样例，即 ∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖, calc𝑖 in = out。

3.2.2 更多算法模式下的提升问题
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state = comb1()
for v in xs:

state = comb2(state, v)
return comb3(state)

图 3.4 流算法的程序模板。

comb1 () = repr []

∀xs ∶ List. ∀𝑣 ∶ Int.
comb2 (repr xs, 𝑣) = repr (xs ++ [𝑣])

∀xs ∶ List
comb3 (repr xs) = ref xs

图 3.5 流算法的提升问题。

表 3.2 流算法上提升问题的参数。

𝐷 = List T = 𝑂(1)
F1 = !1 G1 = I calc1 𝑥 = []
F2 = I×!Int G2 = I calc2 (xs, 𝑣) = xs ++ [𝑣]
F3 = I G3 = !Int calc3 xs = ref xs

流算法 流算法 [123] 是一个关于在线计算的算法模式，它在数据库和网络等领域有着

广泛应用。图 3.4展示了该模式的一个程序模板。给定输入列表，流算法会依次访问列
表中的每个元素，在线地维护一个计算状态，并从最终状态中提取结果。

图 3.5与表 3.2分别展示了流算法对应的提升问题与该问题中各个参数的取值 1。

• 表征函数 repr定义了每个列表上的计算状态。

• 合并算子 comb1计算空列表上的初始状态。

• 合并算子 comb2 的输入包括前缀列表 xs上的计算状态以及当前元素 𝑣，它需要
计算长度增加 1的列表上的计算状态。

• 合并算子 comb3要从最终状态中提取参考程序的输出。

增量化算法 增量化算法 [9]考虑了计算过程中对程序输入的修改，并建议在每次修改

后直接更新原先的结果，而不是在新的输入上重新计算。不失一般性地，假设输入类

型为 List，需要计算的函数为 ref ∶∶ List → Int，而修改函数 mod在接受一个类型为

𝑀 的修改参数后，将原先的输入列表替换为一个新的输入。此时，增量化算法对应的

提升问题如下所示，表 3.4展示了该问题中各个参数的取值。

∀m ∶ 𝑀. ∀xs ∶ List. comb1 (𝑚, repr xs) = repr (mod 𝑚 xs)
∀xs ∶ List. comb2 (repr xs) = ref xs

• 表征函数 repr定义了每个输入上需要被记录的信息。

1 在这些参数中，!1代表一个大小为 1的几何，其中唯一的元素是空元组 ()。
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表 3.3 增量化算法上提升问题的参数。

𝐷 = List T = 𝑂(1)
F1 = !𝑀 × I G1 = I calc1 (𝑚, xs) = mod 𝑚 xs
F2 = I G2 = !Int calc2 xs = ref xs

info, res, l = comb1(), 0, 0
for r in range(len(xs)):

info = comb2(info, xs[r])
while l <= r and comb3(info):

info = comb4(xs[l], info)
l += 1

res = max(res, r - l + 1)
return res

图 3.6 滑动窗口的程序模板

comb1 () = repr []

∀xs ∶ List. ∀𝑣 ∶ Int.
comb2 (repr xs, 𝑣) = repr (xs ++ [𝑣])

∀xs ∶ List.
comb3 (repr xs) = 𝑝 xs

∀𝑣 ∶ Int. ∀xs ∶ List.
𝑣 = head xs →
comb4 (𝑣, repr xs) = repr (tail xs)

图 3.7 滑动窗口的提升问题

• 合并算子 comb1在接收修改参数后更新原先的信息。

• 合并算子 comb2从目前记录的信息中提取出预期的计算结果。

最长子段问题 给定谓词 𝑝 ∶∶ List → Bool和一个输入列表，最长子段问题的目标是

在输入列表中选择一个连续子段，在满足谓词 𝑝 的情况下最大化其长度。Zantema 在
1992年研究了最长子段问题并提出了三种不同的算法模式[124]。这三种模式对应的算

法问题都可以被规约到提升问题，此处本文将展示其中的第二种模式。

该算法模式又被称为滑动窗口，它以一种优化的方式枚举输入列表中的合法子段。

图 3.6展示了该模式的一个程序模板。
• 程序中包含了 4个主要变量，其中 𝑙和 𝑟是当前子段的位置索引，它们对应着从
第 𝑙个元素到第 𝑟个元素的连续子段；info记录着有关当前子段的信息；而 res

表示目前为止合法子段的最大长度。

• 该程序的枚举过程是一个双层循环。外循环将输入列表 xs中的每个元素逐一追

加到当前子段的末尾，内循环则重复删除当前子段的第一个元素，直到当前子

段为空或已经满足谓词 𝑝（由 comb3判别）。

• 当谓词 𝑝是前缀封闭的时候，上述枚举过程一定能访问到最长的合法子段，其
中前缀封闭要求 𝑝在接受一个列表的同时也接受该列表的所有前缀。
在求解关于滑动窗口的算法问题时，关键在于找到四个代码片段：comb1 提供空
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表 3.4 滑动窗口上提升问题的参数。

𝐷 = List T = 𝑂(1)
F1 = !1 G1 = I calc1 𝑥 = []
F2 = I×!Int G2 = I calc2 (xs, 𝑣) = xs ++ [𝑣]
F3 = I G3 = !Bool calc3 xs = 𝑝 xs
F4 = !Int × I G4 = I calc4 (𝑣, xs) = tail xs

列表上的信息，comb2和 comb4分别在 𝑟和 𝑙增加 1后更新子段的信息 info，而 comb3

则需要从当前的信息中判断谓词 𝑝是否成立。图 3.7展示了滑动窗口上的提升问题，其
中表征函数 repr定义了每个字段上需要被维护信息，而合并算子 comb1至 comb4需要

与 repr保持一直 1。表 3.4列举了该提升问题中各个参数的取值。

线段树 线段树是一种经典的数据结构，用于处理列表上的子段修改与子段查询[122]。

给定一个初始列表、一个查询函数 query、和一个修改函数 mod，在线性时间的预处理

之后，线段树可以高效地计算 query在某子段上的值（例如计算从第 2个元素到第 5000
个元素之间的第二小值）或者将修改函数 mod应用于某个子段（例如将从第 2个元素
到第 5000个元素中的每个元素都加 1），每个操作只需要花费对数的时间。
线段树的计算过程较为复杂，本文将其细节省略。简单地说，线段树使用分治算

法响应查询，使用增量化算法响应修改。因此，线段树对应的提升问题可以被视为是

分治算法提升问题与增量化算法提升问题的结合。该问题中最核心的几个合并算子如

下所示，comb1用于在分治时合并关于子段的信息，comb2用于在修改时更新信息，而

comb3则需要从子段信息中抽取出询问结果。

∀xs, ys ∶ List. comb1 (repr xs, repr ys) = repr (xs ++ ys)
∀m ∶ 𝑀. ∀xs ∶ List. comb2 (𝑚, repr xs) = repr (mod 𝑚 xs)
∀xs ∶ List. comb3 (repr xs) = query xs

3.3 SUFU语言

虽然许多算法问题都能被归约到提升问题，但由于提升问题的定义涉及了许多抽

象概念（例如多项式函子），这一过程对大多数开发者来说并不容易。为了解决这一问

题，本文提出了 SUFU语言来自动地将算法问题到样例形式的提升问题。

1 这儿 comb3 的规约与标准的提升问题略有不同，它包含了一个 𝑣 = head xs的前条件。然而，这一区别不会带来
额外的挑战。该规约与标准的提升问题具有相同的样例形式，所以在 CEGIS框架下它与提升问题完全等价。

38



第三章 算法问题的归约方法

dac :: List -> Packed List
dac Single(x) = Single(x)
dac xs =

let ls, rs = split xs in
concat (dac ls) (dac rs)

sndmin' xs = sndmin (dac xs)

图 3.8 SUFU语言中的程序示例。

dac Single(x) = Single(x)
dac xs =

let ls, rs = split xs in
let lres = dac ls in
let rres = dac rs in
concat lres rres

sndmin' xs =
let res = dac xs in
sndmin res

图 3.9 给定图 3.8 中的程序，SUFU
的推理结果。

3.3.1 SUFU语言概述

SUFU语言的设计基于一个图灵完备的函数式语言，它使用算法模式的平凡应用来
描述算法问题。图 3.8展示了 SUFU语言中的一个程序示例，它描述了将列表分治用于
计算次小值的算法问题。在该程序中，Single表示一个单元素列表，函数 split将输

入列表均分为左右两部分，而函数 concat表示列表的拼接操作。

类型分析 在将算法问题归约到提升问题时，一个关键步骤在于识别所有与中间数据

结构相关的计算。为了实现这一点，SUFU引入了一个定制的类型系统，包含了与中间
数据结构相关的类型构造与类型检查规则。在图 3.8所示的程序中，函数 dac的输出对

应着需要被消除的中间数据结构。因此，其输出类型需要被 SUFU提供的类型关键字
Packed标记，从而指示 SUFU产生关于消除该数据结构的提升问题。
给定包含 Packed标记的描述程序，SUFU会利用类型信息与约束求解系统自动地

提取出程序中对 Packed数据结构的所有操作。对于图 3.8中的程序，SUFU会提取出
三处操作，如图 3.9中的红色部分所示。按照自上而下的顺序，这三处操作分别对应了
分治的边界情况，分治过程中对中间结果的合并，与分治结束时对列表次小值的计算。

SUFU 会将每个操作对应到一个合并算子，并通过类型分析得到每个合并算子对
应的多项式函子。表 3.5 展示了 SUFU 的分析过程。以第一处操作为例，该操作只涉
及变量 𝑥，其类型为 Int，因此对应的输入函子 F1 为 !Int。而该操作的输出类型是

Packed List，于是对应的输出函子 G1为单位函子 I。

样例收集 在确定合并算子的数量与类型后，构建样例形式提升问题的最后一步是获

取这些合并算子的输入输出样例。为了完成这一步，SUFU会产生一系列随机输入，在
这些输入上运行原先的描述程序，跟踪所有操作片段的运行过程，并从中抽取样例。

例如，在随机输入 [2, −1]上运行图 3.9中的描述程序时，SUFU会收集到如下信息：
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表 3.5 SUFU对合并算子类型的推理过程

合并算子 操作片段 输入变量与类型 Fi 输出类型 Gi

comb1 Single(x) 𝑥 ∶ Int !Int Packed List I
comb2 concat lres rres lres, rres ∶ Packed List I × I Packed List I
comb3 sndmin res res ∶ Packed List I Int !Int

• dac的边界情况被被执行了两次，其中 𝑥分别为 2和 −1，返回值分别为 [2]和
[−1]。这些结果构成了关于合并算子 comb1的两个样例，如下所示。

comb1 2 = repr [2] comb1 − 1 = repr [−1]

• dac的中间情况被执行了一次，其中 xs为 [2, −1]，递归结果 lres与 rres分别为

[2]和 [−1]，最终返回值为 [2, −1]。这构成了关于 comb2的一个样例，如下所示。

comb2 (repr [2], repr [−1]) = repr [2, −1]

• 最后，sndmin在结果列表上被执行了一次，其中 res为 [2, −1]，而 sndmin的返

回值为 1。这构成了关于 calc3的一个输入输出样例，如下所示。

comb3 (repr [2, −1]) = 1

通过在大量随机输入上重复上述过程，SUFU可以搜集到大量输入输出样例，从而
得到样例形式的提升问题。

后续处理 SUFU会将归约得到的提升问题交予后端的程序合成方法求解。在求解完成
后，SUFU将用合成结果中的合并算子 comb𝑖替换描述程序中对应的操作片段，从而将

平凡的描述程序变换为算法问题的结果程序。

3.3.2 SUFU的语言设计与类型系统

设计目标 给定包含 Packed标注的描述程序，SUFU首先需要提取所有操作 Packed数

据结构的程序片段。这些程序片段会被对应到提升问题中的合并算子，并在提升问题

求解结束后被替换为相应的合成结果。直观上，这些程序片段需要满足如下条件：

• 正确性：这些片段必须覆盖所有对 Packed数据结构的构造与使用。因为我们的

目标是消除所有的 Packed数据结构，所以任何对 Packed数据结构的构造与使

用都不应当存在于结果程序，应当被合并算子所替换。

• 可行性：这些片段的输出不能包含非 Packed的数据结构。消除 Packed数据结构
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𝑡 ∈ Term ≔ constants | 𝑥 | app(𝑡1, 𝑡2) | 𝜆(𝑥, 𝑇 , 𝑡) | fix(𝑡) | let(𝑥, 𝑡1, 𝑡2)
| if(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) | 𝐶(𝑡) | tuple(𝑡𝑖) | proj(𝑡, 𝑖) | match(𝑡, 𝐶𝑖(𝑥𝑖).𝑡𝑖)
| rewrite(t) | label(t) | unlabel(t)

𝑇 ∈ Type ≔ 𝐵 | 𝑇 → 𝑇 | 𝑇1 × ⋯ × 𝑇𝑛
𝐵 ∈ BaseType ≔ Unit | Int | Bool | 𝐵1 × ⋯ × 𝐵𝑛 | ind(𝐶𝑖) | Packed(𝐵)
𝐸 ∈ EfficientType ≔ Unit | Int | Bool | 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑛 | Packed(𝐵)

图 3.10 中间语言 𝜆inter 的完整语法，以抽象绑定树
[125] 的形式给出。

Γ ⊢𝑠 𝑡 ∶ 𝑇 for 𝑠 ∈ {in, out}

(T-REWRITE)
Γ ⊢in 𝑡 ∶ 𝐸 𝐸 ∈ EfficientType

Γ ⊢𝑠 rewrite(𝑡) ∶ 𝐸

(T-LABEL)
Γ ⊢in 𝑡 ∶ 𝐵 𝐵 ∈ BaseType

Γ ⊢in label(𝑡) ∶ Packed(𝐵)

(T-UNLABEL)
Γ ⊢in 𝑡 ∶ Packed(𝑇 )

Γ ⊢in unlabel(𝑡) ∶ 𝑇

图 3.11 中间语言 𝜆inter 中与中间数据结构相关的类型检查规则。

意味着将它们替换成一些标量值，这一过程通常会伴随着信息丢失。由于在归

约得到的提升问题中，合并算子需要与操作片段保持一致的输入输出行为，因

此如果存在着某个片段输出了不会被消除的数据结构，那么其合并算子将需要

在丢失信息后仍然还原出一个完整的数据结构，这通常是不可能的。

• 最小性：这些片段的总大小应当尽可能小。因为这些片段会被提升问题的合成
结果替换，所以它们的总大小越小，需要被替换的部分也越小，那么对应的提

升问题就越可能简单。

然而，从 SUFU程序中直接提取满足以上条件的程序片段十分困难。这是因为 SUFU
语言混用了 Packed数据结构与其他数据结构，导致难以区分与 Packed相关的操作。

为了解决这一问题，本文额外设计了一个中间语言 𝜆inter，其中所有对中间数据结

构的构造与使用都需要通过语言给定的操作符显示地进行。通过设计该语言上的类型

系统，本文保证了 𝜆inter中的任何一个类型良好的程序都对应了一组正确且可行的操作

片段。此时，对操作片段的提取可以被视为一个翻译问题：需要将一个 SUFU程序翻译
到 𝜆inter，并最小化操作片段的总大小。该问题可以被约束求解方法解决。

语言设计 图 3.10展示了 SUFU语言与中间语言 𝜆inter 的语法，其中高亮部分是只属

于 𝜆inter的语言构造，ind(⋅)表示归纳数据类型，而 𝐶 表示数据结构的构造函数。
𝜆inter在简单类型 𝜆演算的基础上，扩充了以下有关中间数据结构的构造。
• 在类型层面，SUFU加入了表示中间数据结构的类型构造 Packed。

• 在语句层面，SUFU引入了三个新的操作符：label、unlabel和 rewrite。其中，

label和 unlabel是 Packed类型的构造函数和析构函数；例如，label [1, 2]的
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类型为 Packed List且 unlabel (label [1, 2]) = [1, 2]。而 rewrite用于标记对

Packed数据结构的操作片段；rewrite 𝑡与 𝑡具有相同的类型和行为，但它会被
视为 SUFU的提取结果，并最终被替换为合并算子。

此外，𝜆inter区分了所有类型中的两个子类，其中基本类型 BaseType包含了所有数

据类型，即所有与函数无关的类型；而高效类型 EfficientType是 BaseType的一个子

类，包含了所有满足可行性要求的输出类型。

图 3.11展示了 𝜆inter中与 Packed数据结构相关的类型规则。

• 为了保证正确性，𝜆inter在其类型判断 Γ ⊢𝑠 𝑡 ∶ 𝑇 中加入了作用域 𝑠，表示当前语
句是否在 rewrite的范围内。在此基础上，规则 T-LABEL与 T-UNLABEL仅允许
在 rewrite的范围内使用 label与 unlabel，从而确保被 rewrite提取的程序

片段覆盖了对 Packed数据结构的所有构造与使用。

• 为了保证可行性，规则 T-REWRITE 将 rewrite 的输出类型限制在高效类型中，

从而确保被提取的程序片段不会返回非 Packed的数据结构。

例 5. 考虑图 3.8中的 sndmin′ 程序。在这一程序中，用户将 dac的输出类型标注为中

间数据结构，从而在 𝜆inter中产生了一个类型错误：dac的输出类型是 Packed List，但

sndmin的输入类型是 List。SUFU会分析这一类型错误，并在程序的合适位置插入操
作符 label、unlabel和 rewrite。考虑以下四种不同的方案。

sndmin (unlabel (dac xs)) (A)

sndmin (rewrite (unlabel (dac xs))) (B)

rewrite (sndmin (unlabel (dac xs))) (C)

let res = dac xs in rewrite (sndmin (unlabel res)) (D)

方案 A插入了一个 unlabel，从而为 sndmin提供正确的输入类型；然而，它仍然类

型错误，因为这个 unlabel并不在 rewrite的范围内，违背了正确性与规则T-UNLABEL。
方案 B确实用 rewrite覆盖了 unlabel，但它仍然类型错误，因为其 rewrite的

类型为 List，违背了可行性要求与规则 T-REWRITE。它对应的提升问题要求从表征函
数的输出（通常是一些整数）重建完整的列表，这是不可能的。

最后，方案 C和 D都是类型良好的，而 SUFU最终会采用方案 D，因为该方案中

rewrite片段大小更小。

代码翻译 给定只包含 Packed标注的程序，SUFU会自动地插入操作符 label, unlabel

与 rewrite，以得到一个类型良好的 𝜆inter程序，并最小化 rewrite片段的总大小。在

这些限制下，该问题等价于如下所示的代码翻译问题。
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定义 10 (代码翻译问题). 给定一个 SUFU语言中的参考程序 𝑝，代码翻译问题的目标是
找到一个 𝜆inter中的程序 𝑝′，满足：

1. 𝑝′可以在 𝑝的基础上通过以下两类操作得到：(1)在任意位置添加操作符 label，

unlabel和 rewrite，(2)将任意表达式通过 let绑定替换为变量。

2. 𝑝′在 𝜆inter中类型正确。

3. 𝑝′中被 rewrite覆盖的程序片段的总大小尽可能地小。

值得注意的是，代码翻译问题中 SUFU能进行的所有变换都不会改变程序语义，因
此翻译结果一定与原程序具有相同的输入输出行为。

SUFU会将上述翻译问题归约到MaxSAT问题，并调用现有的约束求解器求解。
• 首先，SUFU会引入一系列的布尔变量，将搜索空间（上述条件 1）编码为一个
符号程序。对参考程序中的每个位置，这些布尔变量控制了是否插入操作符、插

入哪个操作符、以及是否将当前子表达式通过 let绑定替换成变量。

• 接着，SUFU会对符号程序进行类型检查，将类型约束（上述条件 2）编码为硬
约束吗，并将最小化 rewrite片段大小的目标编码为软约束。

• 在得到所有约束后，SUFU直接使用MaxSAT求解器找到最优的翻译结果。

3.3.3 用 SUFU编写算法模板

许多算法模式在 SUFU中都可以被编写成一个模板函数，该函数接收参考程序和
全局输入，并返回参考程序的输出。这些模板函数可以由算法专家编写，并作为一个

算法库提供给用户；而用户在使用时只需要将参考程序传递给对应的模板函数，并不

需要考虑任何与算法模式、SUFU语言相关的细节。本文将以几个常见算法模式为例，
展示它们在 SUFU中的算法模板以及使用方式。

列表分治 图 3.12展示了列表分治的算法模板以及 SUFU的翻译结果。在模板中，函
数 dac'以列表分治的方式返回了完整的输入，其输出类型也被对应地标记为了中间数

据结构。SUFU可以正确地识别出该模板对中间数据结构的三处操作，其中前两处在分
治过程中构建中间数据结构，而最后一处用于计算 ref的输出。

利用该模板，用户可以直接通过如下程序描述将列表分治用于次小值的算法问题。

sndmin' xs = dac sndmin xs

流算法 图 3.13展示了分治的算法模板以及翻译结果。在模板中，函数 stream′ 将完

整的前缀作为计算状态，从而把完整输入返回给参考程序 ref。而因为这一计算状态
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dac' :: List -> Packed List
dac' Single(x) = Single(x)
dac' xs =

let ls, rs = split xs in
let lres = dac' ls in
let rres = dac' rs in
concat lres rres

dac ref xs = ref (dac' xs)

dac' :: List -> Packed List
dac' Single(x) =

let xs = Single(x) in
rewrite (label xs)

dac' xs =
let ls, rs = split xs in
let lres = dac' ls in
let rres = dac' rs in
rewrite (label (concat (unlabel

lres) (unlabel rres)))

dac ref xs =
let res = dac' xs in
rewrite (ref (unlabel res))

图 3.12 分治算法在 SUFU中的算法模板（左侧）以及翻译后的 𝜆inter 程序（右侧）。

stream' :: List -> Packed List
-> Packed List

stream' Nil state = state
stream' Cons(h, t) state =

let state' = append h state in
stream' t state'

stream ref xs =
let res = stream' xs Nil in
ref res

stream' :: List -> Packed List ->
Packed List

stream' Nil state = state
stream' Cons(h, t) state =

let state' = rewrite (label (
append h (unlabel state))) in

stream' t state'

stream ref xs =
let state = rewrite (label Nil) in
let res = stream' xs state in
rewrite (ref (unlabel res))

图 3.13 流算法在 SUFU中的算法模板（左侧）以及以及翻译后的 𝜆inter 程序（右侧）。

既会作为第二个输入传递给 stream′ 也会作为输出返回，所以 stream′ 的第二个输入

类型与输出类型都需要被标记为中间数据结构。

滑动窗口 图 3.14展示了滑动窗口在 SUFU中的算法模板，它与图 3.6严格对应。在
该模板中，函数 sindows′接受四个输入，分别对应最长子段问题的谓词，从当前子段

左端点开始的后缀，在当前子段右端点之后的后缀，以及当前子段上的信息。它会返

回之后遍历的所有子段中，满足谓词 𝑝的最大长度。该模板将完整的子段作为信息记
录在 sindows'的第四个输入中，因此这一输入也被标记为了中间数据结构。

函数 swindow′的核心是它的第三种情况，即当前子段不是后缀的情况。此时，该

函数会先计算子段的长度并判断它是否满足谓词 𝑝。如果子段为空或 𝑝已被满足，那
么它将会把当前子段的右端点向右移动一，即弹出第三个参数中的第一个元素，并把

该元素放到当前子段的末尾。否则，函数 swindow′会把当前子段的左端点向右移动一，
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swindow' :: (List -> Bool) -> List -> List -> Packed List -> Int
swindow' p Nil Nil seg = 0
swindow' p Cons(h, t) Nil seg =

if p seg then len seg
else swindow' p t Nil (tail seg)

swindow' p Cons(lh, lt) Cons(rh, rt) seg =
let l = len seg in
if (p seg) or (l == 0) then

max l (swindow' p Cons(lh, lt) rt (append rh seg))
else

swindow' p lt Cons(rh, rt) (tail seg)

swindow p xs = swindow' p xs xs Nil

图 3.14 滑动窗口在 SUFU中的算法模板。

即同时弹出第二个参数中的第一个元素与当前子段的第一个元素。

图 3.15展示了 SUFU对该模板的翻译结果。SUFU可以正确地识别出所有对子段信
息的操作，并提取出 7处相关的操作片段。

3.4 算法问题到提升问题的自动规约方法

给定中间语言 𝜆inter 中的描述程序，SUFU会将每个 rewrite片段对应到提升问题

中的一个合并算子，并分两步得到样例形式的提升问题。

类型分析 为了收集合并算子对应的函子 F𝑖 与 G𝑖，SUFU会跟踪描述程序的类型检查
过程，并提取出所有对 rewrite语句的类型判断，即 Γ ⊢𝑠 rewrite 𝑡 ∶ 𝑇。SUFU会将
Γ中所有的非函数变量整理成一个元组 1，并提取出该元组类型 𝑇inp。接着，SUFU会
在保证 𝑇inp与 𝑇 结构的情况下，将所有的 Packed类型替换为单元函子 I，其他基本类
型替换成对应的常函子，从而得到对应的多项式函子。更严谨地，F𝑖与 G𝑖为满足下列

等式的多项式函子，其中 𝑇𝐷 代表中间数据结构的实际类型。

F𝑖(Packed 𝑇𝐷) = 𝑇inp G𝑖(Packed 𝑇𝐷) = 𝑇

以图 3.12中的右侧程序为例，其第三个 rewrite语句的类型判断如下所示。

xs ∶ List, res ∶ Packed List ⊢out rewrite (ref (unlabel res)) ∶ Int

其中输出类型 𝑇 为 Int，输入类型 𝑇inp 按照 (xs, res) 的顺序可以被整理为 List ×

1 因为合成算法的局限性，本文目前不考虑将函数作为合并算子输入时的情况。
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swindow' :: (List -> Bool) -> List -> List -> Packed List -> Int
swindow' p Nil Nil seg = 0
swindow' p Cons(h, t) Nil seg =

if p seg then rewrite (len (unlabel seg))
else let seg' = (rewrite (label (tail (unlabel seg)))) in

swindow' p t Nil seg'

swindow' p Cons(lh, lt) Cons(rh, rt) seg =
let l = rewrite (len (unlabel seg)) in
if (rewrite (p (unlabel seg))) or (l == 0) then

let seg' = rewrite (label (append rh (unlabel seg))) in
max l (swindow' p Cons(lh, lt) rt seg')

else
let seg' = (rewrite (label (tail (unlabel seg)))) in
swindow' p lt Cons(rh, rt) seg'

swindow p xs = swindow' p xs xs (rewrite (label Nil))

图 3.15 SUFU对滑动窗口模板（图 3.14）的翻译结果。

…
(xs ↦ [2, −1]) ⊢

dac′ xs ⇓ label [2, −1]

…
(xs ↦ [2, −1], res ↦ label [2, −1]) ⊢

rewrite (ref (unlabel res)) ⇓ 2

(xs ↦ [2, −1]) ⊢ let res = dac′ xs in rewrite (ref (unlabel res)) ⇓ 2

图 3.16 运行 dac sndmin [1, −2]时的部分过程。

(Packed List)。此时，F3与 G3分别等于 !List × I与 !Int，对应如下方程。

F3(Packed List) = List × (Packed List) G3(Packed List) = Int

样例收集 SUFU 通过追踪描述程序在随机输入上的运行收集合并算子的输入输出样
例。这一过程基于 𝜆inter的大步环境语义

[126]。该语义的优点在于其执行过程严格遵循

语法结构，我们可以从中直接获取 rewrite语句的输入输出行为。

以图 3.12右侧的描述程序为例，图 3.16展示了 dac sndmin在输入 [2, −1]上的部
分执行过程。在大步环境语义中，程序执行的形式为 𝐸 ⊢ 𝑡 ⇓ 𝑣，其中 𝐸 是执行环境，
它记录了每个自由变量的赋值，𝑡表示需要被执行的语句，而 𝑣是执行结果。
在这一执行过程中，右侧分支执行了程序 dac中的第三个 rewrite语句，它在环

境 (xs ↦ [2, −1], res ↦ label [2, −1])下的执行结果为 2。该语句对应着提升问题中的
第三个合并算子 comb3，因此 SUFU会将上述执行结果提取为样例 ([2, −1], [2, −1]) ↦ 2，
并加入样例集合 𝔼3。该样例表示了如下所示的归约。

comb3 ([2, −1], repr [2, −1]) = 2
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表 3.6 本文数据集中 SUFU程序的统计信息。

来源 #任务数 程序大小 Packed标注数量
均值 最大值 均值 最大值 不同的数据结构数量

融合 16 126.5 305 1.3 2 7
递归 178 157.5 484 1.1 3 35
其他 96 251.2 843 1.0 1 1
总计 290 186.8 843 1.1 3 37

更一般性地，对于每次执行，SUFU都会提取出执行树中所有关于 rewrite语句的

部分，即 𝐸 ⊢ rewrite(𝑡) ⇓ 𝑣。SUFU会将环境 𝐸 中的所有值按照顺序整理成一个元组
inp（变量顺序与类型分析时一致），再将 inp ↦ 𝑣记录到对应的样例集合 𝔼𝑖中，其中 𝑖
表示当前 rewrite语句的编号。该样例在提升问题中表示了如下所示的约束：

comb𝑖 (F𝑖repr inp) = G𝑖repr 𝑣

3.5 实验评估

为了评估 SUFU语言的能力，本文设计了实验来回答以下的问题：
• RQ1: SUFU的表达能力是否足够描述算法问题？
• RQ2: SUFU是否能有效地将算法问题规约到样例形式的提升问题？

3.5.1 数据集构建

为了进行实验评估，本文从以下三个不同的来源收集到了 290个算法问题。
• 融合。融合问题的目标是消除低效程序中的中间数据结构，以达到加速的效果。
尽管融合问题不属于传统意义上的算法问题，但是它们落在 SUFU的能力范围
内——只要用 Packed关键字标注需要消除的中间数据结构即可。因此，本文从

融合相关的文献中收集了 16个任务 [49,65,118–120]，并将它们加入到了数据集中。

• 结构递归。结构递归是一种常用于函数式编程的算法模式[22]。它要求按照给定

的方式遍历输入，并在遍历中直接完成计算。本文从现有工作中收集了 178个
与结构递归相关的算法问题[22]，并将它们加入到了数据集中。

• 其他算法模式。此外，本文还考虑了被现有工作关注的其他算法模式，例如分
治 [10,12,121]、流算法 [13]、最长子段问题上的贪心算法 [23]、以及线段树 [122]。本

文从这些相关工作以及算法竞赛平台 Codeforces [111]处收集了 96个与这些模式
相关的算法问题，并纳入到数据集中。

该数据集具有显著的多样性。它涉及了 8种不同的算法模式，并使用了包括列表、
二叉树、抽象语法树在内的 37种数据结构
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表 3.7 SUFU在将算法问题规约到提升问题时的统计信息。
来源 耗时 操作符数量 rewrite语句大小
融合 0.02 8.56 16.00
递归 0.02 9.23 17.65
其他 0.04 9.55 16.39
总计 0.02 9.31 17.14

3.5.2 RQ1: SUFU在描述算法问题时的表达能力

本文成功地用 SUFU描述了数据集中的所有算法任务，验证了其表达能力。表 3.6
列举了这些 SUFU程序的统计信息，其中“程序大小”展示了 SUFU程序中的 AST节
点数量，而“Packed标注数量”展示了被使用的 Packed关键字数量。值得注意的是，

在本文的数据集中，不同来源的任务呈现出了不同的挑战。

• 融合任务使用的 Packed最多，代表它经常需要同时处理多个中间数据结构。

• 递归任务涉及 35种数据结构，带来了不同数据结构上的通用性挑战。
• 其他算法模式上的任务具有最大的程序规模，带来了合成效率上的挑战。

3.5.3 RQ2: SUFU在将算法问题规约到提升问题时的有效性

给定描述程序，SUFU可以成功地将所有算法问题归约到提升问题。表 3.7展示了
归约过程中 SUFU的具体表现，包括耗时、翻译时插入的操作符数量、以及被 rewrite

覆盖的程序片段总大小。值得注意的是，尽管 SUFU的归约过程依赖MaxSAT求解器，
在理论上具有指数级的时间复杂度，但是 SUFU在实践中的归约速度极快，平均只需
0.02秒。一个可能的解释是，实践中对中间数据结构的操作通常比较直接，使可行解
的搜索空间远远小于其理论上界。

3.6 小结

本章主要关注求解算法问题时的通用性挑战。为了统一不同算法模式上的算法问

题，本文提出了提升问题的概念，用于描述多个算法模式在使用时的核心问题，即如

何为一个中间数据结构合成更加高效的数据表示，使得一些特定的计算可以被高效地

完成。在提升问题的基础上，本文进一步地提出了 SUFU语言，用于描述算法问题，并
将它自动地归约到提升问题。这一归约过程分为两步，SUFU首先会使用类型信息以及
MaxSAT求解器将描述程序翻译到一个中间语言，从而识别出所有与中间数据结构相
关的程序片段。接着，SUFU会跟踪这些程序片段在随机输入上的运行行为，从而提取
出提升问题所需的输入输出样例。

为了评估 SUFU的有效性，本文从三个来源处收集了 290个算法任务，并在这些
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任务上检验了 SUFU的表达能力与归约效率。实验结果表明，SUFU可以成功描述数据
集中的所有任务并高效地将它们归约到提升问题，平均耗时仅为 0.02秒。
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第四章 提升问题的分解方法

4.1 引言

程序合成方法在求解提升问题时的核心挑战在于求解效率不足。此类问题对应的

目标程序往往规模庞大，远超现有程序合成方法的处理能力。为此，本文提出了一种

基于问题分解的方法来应对这一挑战。该方法会将提升问题分解为一系列子任务，每

个子任务仅需合成目标程序的一小部分，从而降低程序规模。

然而，通常来说，对程序合成任务进行有效分解是极具挑战性的。这是因为目标程

序的不同子程序间往往高度依赖，难以针对特定子程序提取精确的规约。为了解决这

一难题，本文使用了一种近似策略：在部分子任务中采用近似规约进行程序合成。该

策略的核心在于，即使近似规约与精确规约间存在差异，只需要在最终阶段采用精确

规约，便能保证整个合成过程的正确性；与此同时，在规约差异较小的情况下，此方

法同样能够保证较高的合成完备性。

遵循这一思路，本文为提升问题提出了问题分解系统 AUTOLIFTER。该系统包含两
条针对性的分解规则：组件消除与变量消除。这两条规则分别利用了提升问题中的元

组结构与函数复合结构，并通过近似规约打破子程序间的依赖关系。本文对这些近似

规约进行了理论分析，并证明它们与精确规约足够接近，不会显著影响合成过程的完

备性。此外，本文的实验结果也证实了 AUTOLIFTER在实践中的有效性。
综上所述，本章的主要创新点包括以下内容：

• 针对提升问题提出了两条分解规则，用于将提升问题分解为合成规模更小的子
问题（第 4.3节与第 4.4节）。

• 分析了这些规则的理论性质，并证明了它们的正确性与近似完备性（第 4.5节）。
• 实现了分解系统 AUTOLIFTER并通过实验评估证明了其有效性（第 4.6节）。

4.2 分解过程概述

本节以列表分治计算次小值的算法问题为例，展示 AUTOLIFTER的分解过程。该问
题的提升问题与目标程序如图 4.1所示，其中三个合并算子分别对应分治的终止情况、
对递归结果的合并、以及分治结束后对列表次小值的计算。同时，因为所有的输入输

出样例都是从参考程序的运行过程中提取的，所以这些样例满足一些与分治相关的不

变量。例如在终止情况中，输出列表 xs一定是只包含输入元素 𝑥的单元素列表。
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∀(𝑥 ↦ xs) ∈ 𝔼1
comb1 𝑥 = repr xs
where xs = [𝑥]

∀((ls, rs) ↦ xs) ∈ 𝔼2
comb2 (repr ls, repr rs) = repr xs
where xs = ls ++ rs

∀(xs ↦ v) ∈ 𝔼3
comb3 (repr xs) = 𝑣
where v = sndmin xs

def repr(xs):
return sndmin(xs), min(xs)

def comb1(x):
return INF, x

def comb2(lres, rres):
(l2, l1), (r2, r1) = lres, rres
smin = min(l2, r2, max(l1, r1))
return smin, min(l1, r1)

def comb3(res):
return res[0]

图 4.1 对应将列表分治用于计算次小值的提升问题（左侧）与目标程序（右侧）。

组件消除 注意到目标的表征函数 repr以及合并算子 comb1与 comb2都以一些组件的

元组形式出现。表征函数 repr包含了两个组件，分别计算列表次小值与列表最小值；对

应地，合并算子 comb1 与 comb2 各包含了两个组件，分别在合并的过程中计算列表次

小值与列表最小值。根据这一观察，组件消除规则的目标是将这些组件分解到不同的

子问题，从而减少每次程序合成需要考虑的组件数量。

为了实现这一点，本文分析了表征函数 repr需要满足的条件。

• 合并算子 comb1要求表征函数 repr在单元素列表上的输出可以被快速计算。它

没有带来任何实质性的限制，可以被忽略。

• 合并算子 comb2要求表征函数 repr提供完善的信息，使得完整列表上 repr的输

出可以从子列表上的输出计算得到。

• 合并算子 comb3要求表征函数 repr提供足以计算列表次小值的信息。

值得注意的是，comb3 的条件允许 repr输出任何冗余的信息。因此，我们可以先

在只考虑 comb3 的情况下，找到表征函数中关于列表次小值的必要组件；再在这些组

件的基础上考虑 comb2中的条件，并补充必要的组件。

遵循这一思路，组件消除的第一个子问题将专注于 comb3。该子问题的规约与目标

程序如图 4.2所示，其中 repr1 表示表征函数中的一部分组件，而 comb3,1 表示只考虑

repr1 情况下的合并算子。这一子问题会被 AUTOLIFTER中的第二条规则继续分解，详
情见本节的后半部分。

在成功求解上述子问题后，我们可以得到 repr的第一个组件以及 comb3中只与这

一组件相关的部分。接着，组件消除的第二个子问题会尝试将这些组件扩充成完整的

repr与 comb3。具体而言，在这些组件的基础上，最终的 repr与 comb3 一定满足如下

52



第四章 提升问题的分解方法

∀(xs ↦ v) ∈ 𝔼3
comb3,1 (repr1 xs) = 𝑣
where v = sndmin xs

def repr1(xs):
return sndmin(xs)

def comb3_1(res):
return res

图 4.2 组件求解的第一个子问题（左）与目标程序（右）。

的形式，其中 repr2表示 repr的剩余组件。

repr xs ≔ (repr1 xs, repr2 xs) comb3 res ≔ comb3,1 (fst res)

值得注意的是，因为 comb3,1的输入只包含 repr1的输出，所以它在 comb3中只接收完

整输入 res的第一部分。

组件消除规则会将上述形式代入原先的提升问题（图 4.1），从而得到第二个子问
题，其规约在化简后如下所示。

∀((ls, rs) ↦ xs) ∈ 𝔼2.
comb2 ((repr1 ls, repr2 ls), (repr1 rs, repr2 rs)) = (repr1 xs, repr2 xs)

∀(xs ↦ v) ∈ 𝔼3. comb3,1 (repr1 xs) = 𝑣

其中关于 comb3 的部分已经不包含任何未知程序，可以被忽略；而关于 comb2 的部分

则构成了一个新的提升问题，其样例集合 𝔼′
2与输入/输出函子 (F′

2, G′
2)如下所示。

𝔼′
2 ≔ {((repr1 ls, ls), (repr1 rs, rs)) ↦ (repr1 xs, xs) | ((ls, rs) ↦ xs) ∈ 𝔼2}

F′
2 ≔ (!Int × I) × (!Int × I) G′

2 ≔ !Int × I

因此，该规约仍然属于组件消除规则的适用范围，可以被递归地继续分解。

值得注意的是，组件消除的第一个子问题（图 4.2）使用的是一个近似规约。它只
要求 repr1为列表次小值提供足够的信息，却完全忽略了分治的计算过程。理论上，从

该子问题中合成的 repr1可能会输出一个古怪的、不能被分治高效计算的值，导致组件

消除的第二个子问题无解。

变量消除 在递归地应用组件消除后，剩余的问题在于如何求解组件消除规则产生的

第一类子问题（例如图 4.2）。变量消除规则会将这类问题进一步地分解为多个子问题，
其中每个子问题只涉及唯一的一个未知程序。

以图 4.2中的问题为例，为了解耦其规约中的两个未知程序 repr1与 comb3,1，变量

消除会先推导得到一个只包含 repr1 的规约。直观地，一个合法的 repr1 应当保证存在
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一个合并算子 comb3,1可以满足 𝔼3中的所有输入输出样例，其精确规约如下所示。

∃comb3,1. ∀(xs ↦ 𝑣) ∈ 𝔼3. comb3,1 (repr1 xs) = 𝑣 (4.1)

然而，这一规约并不能被直接用于合成 repr1。它包含了一个作用在程序空间上的存在

量词 ∃comb3,1，但现有的程序合成方法均无法处理这样的复杂量词。

为了化简规约 4.1，注意到无论 comb3,1 是什么程序，它的输入输出行为一定是一

个数学函数。因此，这一规约可以被近似为如下形式，其中 F为所有函数形成的空间。

∃𝑓 ∈ F. ∀(xs ↦ 𝑣) ∈ 𝔼3. 𝑓 (repr1 xs) = 𝑣

数学函数的优点在于它有一个简单且精确的定义：一个计算是函数当且仅当它在相同

的输入下总是产生相同的输出。因此，上述近似可以被等价地改写为如下形式。

∀(xs1 ↦ 𝑣1), (xs2 ↦ 𝑣2) ∈ 𝔼3. repr1 xs1 = repr1 xs2 → 𝑣1 = 𝑣2 (4.2)

到此，原先难以处理的存在量词 ∃comb3,1 已经被完全消除。变量消除规则会将上

述规约作为第一个子问题，从中合成 repr1。在得到合成结果 repr1 xs ≔ sndmin xs后，

变量消除会将它代入原始问题（图 4.2），得到只涉及 comb3,1的子问题，如下所示。

∀(xs ↦ 𝑣) ∈ 𝔼3. comb3,1 (sndmin xs) = 𝑣 (4.3)

4.3 分解规则

4.3.1 组件消除

组件消除的输入是样例形式的提升问题，它包含一系列的规约，每条如下所示：

∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb𝑖 (F𝑖repr in) = G𝑖repr out

不失一般性地，本文假设每条规约中的 G𝑖只能是单位函子 G𝑖或常函子 !𝑇。它们
分别对应了如下两种规约形式，本文将其称为数据结构形式与常量形式。

∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb𝑖 (F𝑖repr in) = repr out (4.4)

∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb𝑖 (F𝑖repr in) = out (4.5)

任何多项式函子 G𝑖对应的规约都可以被拆分为这两种形式，如例 6所示。

例 6. 当 G =Int + (I×!Int)时，其提升问题在展开函子 G后如下所示。

∀(in ↦ out) ∈ 𝔼. comb (Frepr in) =
{

𝑣 if out = (1, 𝑣)
(repr 𝑥, 𝑣) if out = (2, (𝑥, 𝑣))
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该规约可以被拆分成以下四条子规约。第一条子规约判断输出属于 G中的哪一条
分支，第二条子规约处理左侧情况，最后两条规约处理右侧情况。在这些规约中，第

一条第二条与第四条均符合样例形式，只有第三条符合数据结构形式。

∀(in ↦ 𝑡) ∈ 𝔼1. comb1 (Frepr in) = 𝑡 where 𝔼1 ≔ {in ↦ 𝑡 | (in ↦ (𝑡, 𝑣)) ∈ 𝔼}
∀(in ↦ 𝑣) ∈ 𝔼2. comb2 (Frepr in) = 𝑣 where 𝔼2 ≔ {in ↦ v | (in ↦ (1, 𝑣)) ∈ 𝔼}
∀(in ↦ 𝑥) ∈ 𝔼3. comb3 (Frepr in) = repr 𝑥 where 𝔼3 ≔ {in ↦ 𝑥 | (in ↦ (2, (𝑥, 𝑣))) ∈ 𝔼}
∀(in ↦ 𝑣) ∈ 𝔼4. comb4 (Frepr in) = 𝑣 where 𝔼4 ≔ {in ↦ 𝑣 | (in ↦ (2, (𝑥, 𝑣))) ∈ 𝔼}

在求解得到 comb1, … , comb4后，可以按照如下方式合并得到满足原规约的合并算子。

comb 𝑥 ≔
{

(1, comb2 𝑥) if comb1 𝑥 = 1
(2, (comb3 𝑥, comb4 𝑥)) if comb1 𝑥 = 2

表征函数 repr在提升问题中的任务是为合并算子提供足够的信息，以完成预期的

计算。组件消除规则利用的性质是，在提升问题中，目标的表征函数通常由两部分组

成，即 repr 𝑥 ≔ (repr1 𝑥, repr2 𝑥)，其中 repr1 为所有常量形式的规约提供足够的信息，

而 repr2为数据结构形式的规约补充信息，使得 repr的输出本身可以被计算。

于是，组件消除会按照如下方式拆分提升问题。

• 第一个子问题只考虑常量形式的规约，并合成一个能够提供足够信息的 repr1。

其规约如下所示，其中 𝕀𝑣表示所有常量形式规约的编号。

∀𝑖 ∈ 𝕀𝑣. ∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb′
𝑖 (F𝑖repr1 in) = out

• 在得到 repr1 后，组件消除会将 repr 𝑥 ≔ (repr1 𝑥, repr2 𝑥)代入所有数据结构形
式的规约，并得到第二个子问题。其规约如下所示，其中 𝕀𝑑 表示所有数据结构

形式规约的编号,操作符 ▵的定义为 (𝑓 ▵𝑔) 𝑥 ≔ (𝑓 𝑥, 𝑔 𝑥)。

∀𝑖 ∈ 𝕀𝑑 . ∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb′
𝑖 (F𝑖(repr1 ▵repr2) in) = (repr1 out, repr2 out)

• 在解出这两个子问题后，它们的解可以按如下方式合并成原提升问题的解。

repr 𝑥 ≔ (repr1 𝑥, repr2 𝑥) comb𝑖 𝑥 ≔
{

comb′
𝑖 (F𝑖 fst 𝑥) if 𝑖 ∈ 𝕀𝑣

comb′
𝑖 𝑥 if 𝑖 ∈ 𝕀𝑑

组件消除的第一个子问题会被变量消除规则继续分解，而其第二子问题仍然符合

提升问题的形式，参数如下所示。其中 F[I ↦ F′]表示把多项式函子 F中所有的单位函
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子 I都替换成函子 F′，而 𝑇1表示 repr1的输出类型。

𝔼′
𝑖 ≔ {F𝑖(repr1 ▵ id) in ↦ (repr1 out, out) | (in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖}

F′
𝑖 ≔ F𝑖[I ↦!𝑇1 × I] G𝑖 ≔!𝑇1 × I

于是，组件消除规则可以被递归地应用到第二个子问题上。这一递归过程会一直

持续，直到 repr1的求解结果为空，即 repr1 𝑥 = ()。这一结果表明原提升问题不再需要
表征函数提供任何额外信息，因此它存在着一个平凡的解，如下所示：

repr 𝑥 ≔ () comb𝑖 𝑥 ≔
{

comb′
𝑖 𝑥 if 𝑖 ∈ 𝕀𝑣

() if 𝑖 ∈ 𝕀𝑑

在这种况下，组件消除不会再继续产生第二个子问题，而是将这一平凡解直接返回。

4.3.2 变量消除

变量消除的输入是组件消除的第一类子问题，它由一系列常量形式的规约组成：

∀𝑖 ∈ 𝕀. ∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb𝑖 (F𝑖repr in) = out

变量消除的目标是将 repr和 comb𝑖的合成分解到不同的子问题，拆分方式如下。

• 变量消除会用存在量词约束 comb𝑖，从而得到只包含 repr的规约，如下所示：

∀𝑖 ∈ 𝕀. ∃comb. ∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb (F𝑖repr in) = out

然而，因为现有程序合成技术无法处理程序空间上的存在量词，所以变量消除

会对它做进一步地化简。该化简过程分为两步。首先，变量消除会用数学函数

空间 F上的存在量词替换合并算子空间上的存在量词，如下所示。

∀𝑖 ∈ 𝕀. ∃𝑓 ∈ F. ∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. 𝑓 (F𝑖repr in) = out

接着，变量消除利用函数定义（即相同输入下产生相同输出）进一步地消除了

函数空间上的存在量词，从而得到了它的第一个子问题。

∀𝑖 ∈ 𝕀. ∀(in ↦ out), (in′ ↦ out′) ∈ 𝔼𝑖. F𝑖repr in = F𝑖repr in′ → out = out′

注意到该规约的右侧完全已知，且只有在 out ≠ out′ 时会对 repr产生约束。因
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此，这一规约可以被简化为如下的样例形式。

∀(F, in, in′) ∈ 𝔼. Frepr in ≠ Frepr in′ (4.6)

where

𝔼 ≔ {(F𝑖, in, in′) | 𝑖 ∈ 𝕀, (in, out), (in′, out′) ∈ 𝔼𝑖, out ≠ out′}

• 在求解得到 repr后，样例消除会将它代入原始问题，从而得到其第二个子问题。

∀𝑖 ∈ 𝕀. ∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb𝑖 (F𝑖repr in) = out (4.7)

• 这两个子问题的结果不需要任何额外处理，直接形成了原始问题的解。

4.4 子问题的求解方法

AUTOLIFTER会分解产生两类叶子任务，分别对应于变量消除规则产生两个子任务
（规约 4.6和 4.7）。AUTOLIFTER使用了不同的归纳程序合成方法对它们进行求解。

4.4.1 合并算子的合成方法

首先考虑合并算子上的叶子任务（规约 4.7）。尽管它涉及多条规约与多个未知程
序，但它的每一条规约都是完全独立的，可以被拆分为独立的 |𝕀|个问题，如下所示。

∀(in ↦ out) ∈ 𝔼𝑖. comb𝑖 (F𝑖repr in) = out

这一问题符合样例编程的形式，可以被任意的样例编程求解器解决。

4.4.2 表征函数的合成方法

表征函数上的叶子任务由一系列的输入对 𝔼描述，它要求表征函数在这些输入对
上始终产生不同的输出，如下所示。

∀(F, in, in’) ∈ 𝔼. Frepr in = Frepr in’ (4.8)

问题挑战 尽管表征函数 repr的规模通常远小于合并算子，但求解这一子问题仍然面

临着合成效率上的挑战。一方面，此问题的规约并不符合样例编程的形式，于是无法

被样例编程求解器处理。另一方面，在求解复杂的提升问题时，表征函数通常需要输

出多个值。此时，目标的 repr仍然会有较大的规模，超出现有的通用合成方法（例如

基于枚举的程序合成方法）的能力范围。

例 7 (最大子段和问题). 在这个例子中，本文将用一个相对复杂的提升问题展示合成表
征函数时的挑战。考虑如下的最大子段和问题。
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• 给定一个整数列表，计算它的所有连续子段中最大的子段和。例如当输入列表
为 [−4, 1, 2, −5, 4]时，最大的子段和为 3，它对应了连续子段 [1, 2]。

令 mss为计算最大子段和的任意参考程序，并考虑将列表分治用于该程序的提升问题。

在分解该提升问题的过程中，AUTOLIFTER会产生如下的、关于表征函数的子任务 1，其

目标是为分治的合并找到足以计算最大子段和的辅助信息。

∀((ls, rs), (ls′, rs′)) ∈ 𝔼. (repr ls, repr rs) ≠ (repr ls′, repr rs′)

where

𝔼 ⊆
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

((ls, rs), (ls’, rs’))

|
|
|
|
||

ls, rs, ls′, rs′ ∈ List ∧
(mss ls,mss rs) = (mss ls′,mss rs′) ∧
mss (ls ++ rs) ≠ mss (ls′ ++ rs′)

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

此问题中的每个样例都对应了两组需要辅助信息的合并。它包含了两组分解后的列表，

在这两组之间，左右列表上的最大子段和完全一致，但合并后的最大子段和不同。因

此在不提供辅助值的情况，不存在任何数学函数能同时完成两组合并。

该问题上的目标程序需要同时返回列表的最大前缀和与最大后缀和作为辅助值，

因为合并后的最大子段和可能来源于左侧的最大后缀和与右侧的最大前缀和的拼接。

在本文使用的程序空间中，这一表征函数的实现如下所示 2：

repr xs ≔ (max (scanl (+) xs),max (scanr (+) xs))

这一程序包含了 9个操作符。在本文使用的文法上，这一规模已经超出了基于枚

举的程序合成方法的能力范围。

求解框架 为了加速表征函数的合成，本文利用了如下的特殊性质。

• 复杂的表征函数往往会输出多个值，此时它的形式为一些较小组件形成的元组，
即 repr 𝑥 ≔ (repr1 𝑥, … , repr𝑘 𝑥)。

根据这一结构，AUTOLIFTER使用的归纳合成方法分两步进行。它会先枚举一系列候选
的组件，再尝试将这些组件组合成一个能满足所有样例的元组。

算法 1展示了这一合成方法的伪代码，它不停地调用函数 Extend，直到找到一个

满足所有样例的结果（第 16行）。在每一轮中，它会先枚举下一个组件（第 10行），再
1 此处本文对规约进行了化简，展开了函子并消除了 Frepr中的常量部分。
2 操作符 scanl接受一个二元操作符和一个列表为输入。它会构建列表的所有非空前缀，并利用给定的二元操作符
将每个前缀压缩成一个值。其具体定义为如下所示：

scanl (⊕) [xs1, … , xs𝑛] ≔ [xs1, xs1 ⊕ xs2, … , xs1 ⊕ ⋯ ⊕ xs𝑛]

而 scanr的定义类似，唯一的区别在于它考虑所有的非空后缀而不是前缀。
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Algorithm 1:针对表征函数 repr的归纳合成器.
Input: 样例集合 𝔼 = (F, in, in’)和整数参数 lim𝑐。
Output: 满足所有样例的表征函数 repr∗.

1 inputs = {(F, 𝑖) | (F, in, in’) ∈ 𝔼, 𝑖 ∈ {in, in’}};
2 oe ← ObservationalEquivalenceSolver(𝔼);
3 ∀size ≥ 0, programs[size] ← []; result ← ⊥;
4 Function IsCovered(prog, size):
5 return ∃size’ ≤ size, ∃prog′ ∈ programs[size′], prog′ 满足所有被 prog满足的样例;
6 Function Insert(prog, size):
7 if prog满足所有样例 ∧result = ⊥ then result ← prog;
8 if ¬IsCovered(prog, size) then programs[size].Append(prog);
9 Function Extend():
10 component ← oe.Next(); Insert(component, 1)
11 prePrograms ← programs;
12 foreach size ∈ [1, … , lim𝑐 − 1]且 prog ∈ prePrograms[size] do
13 Insert(prog▵component, size + 1);
14 end
15 Insert(null, 0);
16 while result = ⊥ do Extend();
17 return result;

尝试将这个组件插入到现有的元组程序中。

枚举过程 算法 1使用观察等价法[29]枚举候选的组件（第 2行）。回顾第 2.2.1节，观
察等价法是一个基于枚举的程序合成方法，它自底向上按照从小到大的顺序遍历程序

空间。观察等价法的核心是一个避免重复程序的剪枝策略。给定一系列输入，观察等

价法会记录每个程序在每个输入上的输出，并跳过所有产生重复输出的程序。

在当前的合成任务中（规约 4.8），一个组件 repr是否满足样例 (F, in, in′)只和它在
in与 in′ 上的输出有关。一旦有两个组件在所有的 (F, in)与 (F, in′)上都产生相同的输
出，那么它们在当前的合成任务上时完全等效的。基于这一性质，算法 1使用了观察
等价法来预先过滤掉所有重复的等价组件（第 1-2行）。

例 8. 考虑包含如下两个样例的样例集合 𝔼。

𝑒1 ≔ {I × I, ([1], [1]), ([1], [−1, 1])} 𝑒2 ≔ {I × I, ([1], [1]), ([1, −1], [1])}

在这一样例集合上，一个候选程序 repr的表现只和以下三个输出有关。对于任意两个

程序，只要它们在这三种情况下的输出相同，那么它们一定满足相同的样例集合。

(repr [1], repr [1]) (repr [1], repr [−1, 1]) (repr [1, −1], repr [1])

合并过程 算法 1使用数据结构 programs存储枚举过程中构建的所有元组程序（第 3
行），其中 programs[size]对应恰好使用 size个组件的元组。在每一轮中，该算法会将
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当前组件作为一个大小为 1的元组加入 programs（第 10行），并依次尝试将它并入已
有的元组中（第 11-14行）。为了限制合并的空间，算法 1接受一个整数参数 lim𝑐 并至

多考虑 lim𝑐 个组件形成的元组
1（第 12行）。

为了进一步加速合并的过程，本文使用了一个名为观察覆盖法的剪枝策略。这一

策略继承了观察等价法的主要思想，即如果有两个程序在当前样例集合上的作用等价，

那么就忽略其中较大的程序。观察覆盖法依赖如下引理。它表明在任何情况下，一个

元组程序满足一个样例当且仅当它中间的任意组件满足了这个样例。

引理 3. 对于任意样例 (F, in, in′)与任意组件列表 repr𝑖，下列公式永远成立。

F(repr1 ▵…▵repr𝑘) in ≠ F(repr1 ▵…▵repr𝑘) in′ ↔ ∃𝑖. repr𝑖 in ≠ repr𝑖 in′

证明. 对多项式函子 F的结构作归纳。当 F是常函子或单位函子时，等式显然成立。

当 F是两个函子的直积，即 F1 × F2时，目标公式的推导过程如下，其中第二步利

用了 F1与 F2上的归纳假设。

(F1 × F2)(repr1 ▵…▵repr𝑘) in ≠ (F1 × F2)(repr1 ▵…▵repr𝑘) in′

↔ ⋁
𝑘∈{1,2}

F𝑘(repr1 ▵…▵repr𝑘) in ≠ F𝑘(repr1 ▵…▵repr𝑘) in′

↔ (∃𝑖.F1repr𝑖 in ≠ F1repr in′) ∨ (∃𝑖.F2repr𝑖 in ≠ F2repr in′)
↔ ∃𝑖.(F1repr𝑖 in ≠ F1repr𝑖 in′ ∨ F2repr𝑖 in ≠ F2repr𝑖 in′)
↔ ∃𝑖.(F1 × F2)repr𝑖 in ≠ (F1 × F2)repr𝑖 in′

当 F是两个函子的直和，即 F1 + F2时，分两种情况讨论。首先，当 in与 in′来自

于不同分支时，目标公式两侧均为真，因此成立。其次，当 in与 in′ 来自相同分支时，

不妨假设它们都来自于第一个分支，分别为 (1, 𝑣)与 (1, 𝑣′)。此时，目标公式的推导过
程如下，其中第二步利用了 F1上的归纳假设。

(F1 + F2)(repr1 ▵…▵repr𝑘) in ≠ (F1 + F2)(repr1 ▵…▵repr𝑘) in′

↔ F1(repr1 ▵…▵repr𝑘) 𝑣 ≠ F1(repr1 ▵…▵repr𝑘) 𝑣′

↔ ∃𝑖.F1repr𝑖 𝑣 ≠ F1repr 𝑣′

↔ ∃𝑖.(F1 + F2)repr𝑖 in ≠ (F1 + F2)repr𝑖 in′

至此归纳成立，目标引理得证。

1 注意这一限制并不会影响算法 1的完备性，即不会让它错失任何在程序空间中的合法程序，即使参数 lim𝑐 被设
为 1也是如此。这是因为算法 1中的观察等价法是在完整的程序空间中枚举组件的，所以任意合法程序最终都
会以一个单一组件的形式被找到。
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基于这一引理，既然算法 1的目标是找到合法的不超过 lim𝑐 个组件的元组，那么

当下列条件被满足时，元组程序 prog的效用会被元组程序 prog′完全覆盖。

• prog′使用的元组数量小于等于 prog的数量。

• prog′满足所有被 prog满足的样例。

利用这一性质，算法 1会跳过所有被覆盖的元组程序——只有那些不被任何已有程序
覆盖的元组程序会被加入到 programs中（第 4-5行与第 8行）。

例 9. 在例 8的样例集合上，程序 max（不满足任何样例）的效用会空程序 null（同

样不满足任何样例）覆盖。这两个程序满足相同的样例集合且 null使用了更少的组件，

于是 max可以被直接跳过。在任何时候，如果存在一个使用了 max的程序 max▵ prog

满足所有样例，那么 null▵prog一定也满足所有样例。

4.5 系统性质

本节将讨论 AUTOLIFTER 的理论性质，并证明它的分解过程始终保证正确性并在
随机意义下以高概率保证完备性。

4.5.1 正确性

AUTOLIFTER的分解是保证正确性的。只要它的所有叶子问题都被正确地求解，那
么它的最终结果也一定正确。

定理 9 (正确性). 给定任何提升问题，如果在 AUTOLIFTER的分解过程中，所有叶子问
题都被成功且正确地解出，那么 AUTOLIFTER返回的结果 (repr, comb𝑖)一定是原提升问
题的合法解。

证明. 对分解树的结构进行归纳。叶子情况的正确性直接由定理前提给出。

对于非叶子情况，假设当前应用的规则是变量消除，它把合成问题 P分解为了两

个子问题 P1与 P2。根据归纳假设，P1与 P2的求解结果 repr与 comb都是正确的，即

都满足对应的规约。注意到，P2直接由完整问题 P在代入 P1的结果 repr后得到，所

以它在 repr给定的情况下与 P完全等价。因此，如果 P2 被正确地求解，那么对应的

结果 (repr, comb)一定是 P的合法解。

应用组件消除的情况完全一致，因为组件消除的第二个子问题也是在原问题的基

础上通过代入第一个子问题的解得到的。

4.5.2 完备性

因为 AUTOLIFTER在分解时使用了近似规约，所以在理论上它并不能保证完备性。
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• 组件消除的第一个子问题只考虑为常量情况提供足够的信息，而并没有考虑这
些信息在计算过程中能不能被快速地计算。理论上，第一个子问题可能会生成

过度复杂的 repr1，它的返回结果不可能被高效计算，导致第二个子问题无解。

• 类似地，变量消除的第一个子问题只要求存在一个数学函数 𝑓 能够完成计算。
然而，因为合并算子还受到计算效率的限制，所以理论上，第一个子问题的解

repr对应的函数可能无法被足够高效地计算，导致第二个子问题无解。

这些无解的子问题会导致 AUTOLIFTER在有解的提升问题上失败，从而损失完备性。
幸运的是，本文发现这些近似在实践中的影响微乎其微：在本文的实验中，AUTO-

LIFTER从来不会将有解的提升问题拆分到无解的子问题。这一现象的直接原因是算法
1在合成表征函数时的优秀表现。回顾 AUTOLIFTER的分解过程，可以发现其中的每个
子任务都只和已合成的表征函数组件有关。而在本文的实验中，算法 1总是可以找到
符合预期的表征函数，从而避免了无解的子任务。

在本节中，本文将对这一现象进行理论分析，并讨论算法 1优秀表现的来源。

概率模型 为了将样例的来源考虑在内，本文在这里直接分析完整形式的提升问题，它

可以被视为一个包含了足够多样例的样例形式。此外，为了方便，本文引入了几个简

化条件：(1)提升问题中只涉及一个合并算子，(2)函子 F为 I，即输入不包含额外常量，
且 (3)函子 G为 I×!𝑉，即输出包含一个数据结构与一个常量。这一简化后的规约在展
开后如下所示，其中 calc1 的类型为 𝐷 → 𝐷，而 calc2 的类型为 𝐷 → 𝑉。本文在该规
约上的所有分析都可以被泛化到一般情形的提升问题。

∀in ∈ 𝐷. comb (repr in) = (repr (calc1 in), calc2 in) (4.9)

为了分析 AUTOLIFTER 在实践中的完备性损失，我们需要计算它有多大概率会将
一个有解的提升问题分解为无解的子问题。然而，精确地计算这个概率是非常困难的。

AUTOLIFTER的合成过程依赖 repr与 comb的程序空间，这些空间的大小通常无限，且

其中每个程序的语义都十分复杂，使得精确计算难以进行。为了简化问题，本文对提

升问题建立了一个概率模型，并在此基础上计算无解子问题的概率。

给定 calc1与 calc2，本文的概率模型M[calc]假设 repr与 comb的程序空间（记作

Lrepr与 Lcomb）中的所有程序都是均匀随机函数。其具体定义如下所示：

• M[calc]依赖一系列参数，包括 calc𝑖的类型与语义，以及 Lrepr与 Lcomb中每个

程序的语法与类型。模型中唯一随机的部分是程序空间中程序的语义。

• 为了简化描述，本文对M[calc]中的参数作出了如下假设：
– Laux 中的所有程序都以组件元组形式出现（即 repr1 ▵ … ▵ repr𝑘），其中

每个组件都只会返回一个辅助值。
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– 存在一个统一的值类型 𝑉 作为每个组件 repr𝑖以及 calc2的输出类型。

– 类型 𝐷与 𝑉 中不同的元素数量是有限的，分别记作 𝑠𝐷 与 𝑠𝑉
1。

• M[calc]均匀且独立地为程序空间中每个组件赋予一个函数作为语义。例如，对
于一个类型为 𝐷 → 𝑉 的组件，共有 𝑆𝑠𝐷

𝑉 个函数符合其类型，那么M[calc]会从
中随机挑选一个函数作为语义，每个函数被选中的概率为 𝑠−𝑠𝐷

𝑉 。

产生无解子问题的概率 。基于这一概率模型，本文的核心结果是证明了 AUTOLIFTER
的有界无解率可以被提升问题的错位因子限制。在介绍具体的分析结果之前，本节将

先引入一些必要的概念，从有界无解率开始。

定义 11 (有界无解率). 给定概率模型M[calc]与大小限制 lim𝑠，AUTOLIFTER的有界无
解率，记作 unreal(calc, lim𝑠)，表示 AUTOLIFTER在分解一个随机提升问题时，在已知
该问题存在一个大小不超过 lim𝑠的解的前提下，产生无解子问题的概率，如下所示：

Pr
𝜑∼M[calc]

[AUTOLIFTER在分解提升问题 𝜑时产生了无解的子问题 |

∃(repr, comb), (size(repr, comb) ≤ lim𝑠 ∧ (repr, comb)是 𝜑的合法解)]

其中 𝜑 ∼ M[calc]表示从概率模型M[calc]中随机采样一个提升问题，size(repr, comb)
表示程序 repr与 comb的大小和。

这一定义通过引入大小限制 lim𝑠 将提升问题最小解的大小纳入了考虑范围。这一

因子反映了提升问题 𝜑的难度，同时也允许我们进行更加细粒度的分析。

第二个概念是提升问题的错误因子，其定义如下所示。

定义 12 (错位因子). 给定参数为 calc的提升问题和整数 𝑡，我们称该提升问题的错位因
子至少为 𝑡，如果存在 𝑡对输入 (in, in′) ∈ 𝐷 × 𝐷满足如下两个条件。

• 对于每一对输入 (in, in′)，在不引入任何辅助值的情况下，合并算子 comb的预

期输出不同，即 calc2 in ≠ calc2 in′。

• 被这 𝑡个二元组包含的所有输入（共 2t个）两两不同。

错位因子的大小反映了提升问题对 repr的约束强度。为了说明这一点，考虑 AU-
TOLIFTER在分解原提升问题时产生的第一个关于 repr的叶子问题 2：

∀in, in′ ∈ 𝐷. calc2 in ≠ calc2 in′ → repr in ≠ repr in′ (4.10)

1 对于任何大小无限的类型，我们都可以通过取一个有限子集的方式在模型中近似。例如对于列表类型，我们可
以只考虑在一个有限长度限制下的所有列表。

2 因为本节中的提升问题使用了所有样例，于是其子问题中的样例集合可以被改写为约束的前条件。
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这一规约中，样例需要满足的条件与错位因子定义中的第一个条件相同。因此，提升

因子为 𝑡意味着在上述子问题中至少存在着 𝑡对独立的需要被 repr满足的样例。提升

因子越大，这一子问题的规约就越强，那么一个错误的表征函数 repr就越难满足近似

规约，AUTOLIFTER也就越有可能找到正确的表征函数。

在这些概念的基础上，定理 10展示了本文概率分析的结果。它表明 AUTOLIFTER
的有界无解率被提升问题的错位因子、大小限制、以及输出域 𝑉 的大小所限制。

定理 10. 给定参数为 calc且错位因子至少为 𝑡的提升问题，AUTOLIFTER的有界无解率
存在着一个如下所示的上界。

unreal(calc, lim𝑠) ≤ 2lim𝑐 ⋅lim𝑠 exp
(

− 𝑡
𝑠lim𝑐

𝑉
)

证明. 为了简化符号系统，我们将用M指代M[𝑐𝑎𝑙𝑐]，并不加区分地把一个程序合成
任务 𝜑当成谓词，其中 𝜑(prog)表示程序 prog是合成问题 𝜑的一个合法解。此外，这
一证明还会用到如下的两个定义：

• 令 𝜑̃为在分解提升问题 𝜑时，第一个关于表征函数的叶子问题（规约 4.10）。
• 令 𝔸(𝜑) ⊆ Lrepr 为一个表征函数的集合，其中每个表征函数都被包含在了提升

问题 𝜑中某个大小不超过 lim𝑠的解中。其形式化定义如下所示。

𝔸(𝜑) ≔ {repr | ∃comb ∈ Lcomb.(𝜑(repr, comb) ∧ size(repr, comb) ≤ lim𝑠)}

使用这一符号，有界无解率定义中的条件（定义 11）可以被表示为 |𝔸(𝜑)| > 0。

步骤 1：一个充分条件 根据定义，𝔸(𝜑)中的任何程序都是子问题 𝜑̃的合法解。更进
一步地，可以证明当 𝜑̃的合成结果在 𝔸(𝜑)中时，AUTOLIFTER一定不会产生任何无解
的子问题。具体地，假设 repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)是子问题 𝜑̃的合成结果。根据 𝔸(𝜑)的定义，一
定存在合并算子 comb∗使得 (repr∗, comb∗)构成了原提升问题 𝜑的合法解，如下所示。

∀in ∈ 𝐷. comb∗ (repr∗ in) = (repr∗ (calc1 in), calc2 in)

在得到 repr∗后，AUTOLIFTER只会再产生三个子问题，如下所示：
1. 第一个子问题是关于合并算子的叶子问题，它的目标是找到一个用于计算 calc2

输出的合并算子 comb2，规约如下所示。

∀in ∈ 𝐷. comb2 (repr∗ in) = calc2 in

该问题存在一个合法解 comb2 𝑥 ≔ snd (comb∗ 𝑥)。
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2. 第二个子问题是关于表征函数的叶子问题，它的目标在 repr∗的基础上补充必要

的辅助信息。因为 repr∗已经足够满足原提升问题，所以 AUTOLIFTER一定会返
回空函数 null作为该问题的合成结果。

3. 最后一个子问题是关于合并算子的叶子问题，它的目标是找到对应 calc1的合并

算子 comb1，规约如下所示。

∀in ∈ 𝐷. comb1 (repr∗ in) = repr (calc1 in)

该问题存在一个合法解 comb1 𝑥 ≔ fst (comb∗ 𝑥)。
根据以上分析，事件“子问题 𝜑̃的求解结果在𝔸(𝜑)中”构成了AUTOLIFTER成功求

解的一个充分条件。于是，AUTOLIFTER的有界错误率不会大于如下的概率，其中 Srepr

表示用于合成表征函数的叶子求解器，即算法 1。

Pr
𝜑∼M [Srepr(𝜑̃) ∉ 𝔸(𝜑) | |𝔸(𝜑)| > 0]

分析这一概率仍然是困难的，因为它涉及合成算法 Srepr 的具体行为以及 𝔸(𝜑)的
定义。为了简化，本证明接下来三步的目标是从这一概率中消去 𝔸(𝜑)与 Srepr。

步骤 2：消去左侧的 𝔸(𝜑) 本文按照如下方式变换这一条件概率。

Pr
𝜑∼M [Srepr(𝜑̃) ∉ 𝔸(𝜑) | |𝔸(𝜑)| > 0]

= Pr
𝜑∼M [Srepr(𝜑̃) ∉ 𝔸(𝜑) ∧ |𝔸(𝜑)| > 0]/ Pr

𝜑∼M [|𝔸(𝜑)| > 0]

=
∑

𝑃 ⊆Lrepr

[|𝑃 | > 0] Pr
𝜑∼M [Srepr(𝜑̃) ∉ 𝑃 ∧ 𝔸(𝜑) = 𝑃 ]/

∑
𝑃 ⊆Lrepr

[|𝑃 | > 0] Pr
𝜑∼M [𝔸(𝜑) = 𝑃 ]

≤
∑

𝑃 ⊆Lrepr
[|𝑃 | > 0] (Pr𝜑∼M [Srepr(𝜑̃) ∉ 𝑃 ∧ 𝔸(𝜑) = 𝑃 ] + (|𝑃 | − 1) Pr𝜑∼M [𝔸(𝜑) = 𝑃 ])∑

𝑃 ⊆Lrepr
|𝑃 |Pr𝜑∼M [𝔸(𝜑) = 𝑃 ]

(4.11)

其中最后一步用到了不等式 (𝑎 + 𝑐)/(𝑏 + 𝑐) ≥ 𝑎/𝑏（当 𝑎, 𝑏 > 0, 𝑐 ≥ 0, 𝑎 < 𝑏时）。
在 |𝑃 | > 0的条件下，考虑如下的断言：

Pr
𝜑∼M [Srepr(𝜑̃) ∉ 𝑃 ∧ 𝔸(𝜑) = 𝑃 ] + (|𝑃 | − 1) Pr

𝜑∼M [𝔸(𝜑) = 𝑃 ]

=
∑

repr∗∈𝑃
Pr

𝜑∈M[Srepr(𝜑̃) ≠ repr∗ ∧ 𝔸(𝜑) = 𝑃 ] (4.12)

要证明这一断言，令 𝜑是一个任意的满足𝔸(𝜑) = 𝑃 的提升问题。此时合成结果 Srepr(𝜑̃)
存在两种情况。
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• 当 Srepr(𝜑̃) ∉ 𝑃 时，𝜑的概率在断言的等式两侧都贡献了 |𝑃 |次。
• 当 Srepr(𝜑̃) ∈ 𝑃 时，𝜑的概率在断言的等式两侧都贡献了 |𝑃 | − 1次。

因此，断言 4.12两侧的概率和一定相等。

通过将断言 4.12应用到公式 4.11，我们可以继续进行如下的推导。推导的第二步
用到了 𝔸(𝜑)中任意程序的大小都不超过 lim𝑠 的性质，并用 𝕃≤lim𝑠 表示程序空间 Lrepr

中所有大小不超过 lim𝑠的表征函数形成的集合。

=
∑

𝑃 ⊆Lrepr

∑
repr∗∈𝑃

Pr
𝜑∈M[Srepr(𝜑̃) ≠ repr∗ ∧ 𝔸(𝜑) = 𝑃 ]/

∑
𝑃 ⊆Lrepr

∑
repr∗∈𝑃

Pr
𝜑∼M

[𝔸(𝜑) = 𝑃 ]

=
∑

repr∗∈𝕃≤lim𝑠

Pr
𝜑∼M[Srepr(𝜑̃) ≠ repr∗ ∧ repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)]/

∑
repr∗∈𝕃≤lim𝑠

Pr
𝜑∼M [repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)]

≤ max
repr∗∈𝕃≤lim𝑠 ( Pr

𝜑∼M[Srepr(𝜑̃) ≠ repr∗ ∧ repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)]/ Pr
𝜑∼M [repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)]) (4.13)

= max
repr∗∈𝕃≤lim𝑠

Pr
𝜑∼M[Srepr(𝜑̃) ≠ repr∗ | repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)] (4.14)

公式 4.13依赖于如下的不等式（其中 0/0被定义为 0）。

∀𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ≥ 0,
𝑛∑

𝑖=1
𝑎𝑖/

𝑛∑
𝑖=1

𝑏𝑖 ≤
𝑛

max
𝑖=1

(𝑎𝑖/𝑏𝑖)

到此，我们成功地消除了步骤一条件概率中左侧的 𝔸(𝜑)。

步骤 3：消去 Srepr的调用 归纳合成器 Srepr（算法 1）上一个值得注意的性质是，当 𝜑̃
的最小解大小不超过 lim𝑠 时，Srepr(𝜑̃)的大小不会超过 lim𝑐 ⋅ lim𝑠。因为 Srepr会按照从

小到大的顺序枚举组件，且在枚举到最小解程序的时候会直接返回，所以 Srepr的解程

序中的每个组件的大小都不会超过 lim𝑠。而又因为 Srepr最多使用 lim𝑐 个组件，所以其

结果大小不会超过 lim𝑐 ⋅ lim𝑠。

于是，事件“𝕃≤lim𝑐 lim𝑠 中除了 repr∗以外的程序都不满足 𝜑̃”构成了 Srepr(𝜑̃) = repr∗

的一个必要条件。利用这一点，可以继续化简公式 4.14，并消除其中的 Srepr。

Pr
𝜑∼M[Srepr(𝜑̃) ≠ repr∗ | repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)]

≤ Pr
𝜑∼M[∃repr ∈ 𝕃≤lim𝑐 lim𝑠 , repr ≠ repr∗ ∧ 𝜑̃(repr) | repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)]

≤
∑

repr∈𝕃≤lim𝑐 lim𝑠

[repr ≠ repr∗] Pr
𝜑∼M[𝜑̃(repr) | repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)]

≤ 2lim𝑠lim𝑐 max
repr∈𝕃≤lim𝑐 lim𝑠

[repr ≠ repr∗] Pr
𝜑∼M[𝜑̃(repr) | repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)] (4.15)
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其中最后一步用到的性质是大小不超过 𝑘的程序至多有 2𝑘个 1。

步骤 4：消除概率中的条件 利用 𝔸(𝜑)的定义展开公式 4.15中的概率，如下所示：

Pr
𝜑∼M [𝜑̃(repr) | repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)]

= Pr
𝜑∼M [𝜑̃(repr) | ∃comb, 𝜑(repr∗, comb) ∧ size(repr∗, comb) ≤ lim𝑠]

注意到，该条件概率的事件是否成立只与 repr的随机语义有关，而其条件是否成

立只与 repr∗的随机语义以及 Lcomb中所有程序的随意语义有关。因此，该概率中的事

件与条件是完全独立的，我们可以安全地忽略其条件部分，如下所示：

Pr
𝜑∼M [𝜑̃(repr) | repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)] = Pr

𝜑∼M [𝜑̃(repr)]

步骤 5：使用错位因子估计 𝜑̃(repr)的概率 首先将概率 Pr [𝜑̃(repr)]展开如下：

Pr
𝜑∼M [𝜑̃(repr)] = Pr

repr [∀in, in′ ∈ 𝐷. calc2 in ≠ calc2 in′ → repr in ≠ repr in′]

因为当前提升问题的错位因子至少是 𝑡，所以存在 𝑡对完全无关的输入 (in𝑖, in′
𝑖 )满

足 calc2 in𝑖 ≠ calc2 in′
𝑖。代入上述概率，可以得到：

Pr
repr [𝜑̃(repr)] ≤ Pr

repr [

𝑡

⋀
𝑖=1

repr in𝑖 ≠ repr in′
𝑖 ]

=
𝑡∏

𝑖=1
Pr
repr [repr in𝑖 ≠ repr in′

𝑖 ]

≤ (1 − 𝑠−lim𝑐
𝑉 )

𝑡
≤ exp

(
− 𝑡

𝑠lim𝑐
𝑉

)

其中第二步利用了 in𝑖 与 in′
𝑖 两两不同的性质，此时概率中的 𝑡个不等式完全独立；而

第三部利用了 repr 最多能输出 lim𝑐 个整数的性质，此时 repr 输出域的大小不会超过

𝑠lim𝑐
𝑉 ，两个随机输出不同的概率不会高于 1 − 𝑠−lim𝑐

𝑉 。

步骤 6：总结 目标定理可以通过拼接上述步骤的结果得到。首先，步骤 4与 5的结果
可以导出如下的不等式：

Pr
𝜑∼M [𝜑̃(repr) | repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)] ≤ exp

(
− 𝑡

𝑠lim𝑐
𝑉

)

1 此处我们假设大小的定义为某种二进制表示下使用的字节数。

67



北京大学博士学位论文

在进一步考虑步骤 3后，结果如下：

Pr
𝜑∼M[Srepr(𝜑̃) ≠ repr∗ | repr∗ ∈ 𝔸(𝜑)] ≤ 2lim𝑐 ⋅lim𝑠 exp

(
− 𝑡

𝑠lim𝑐
𝑉

)

最后，在加入步骤 1与 2后，我们知道上述不等式右侧的公式构成了 AUTOLIFTER
有界无解率的一个上界，从而证明了目标定理。

压缩性质 定理 10说明当错位因子足够大时，AUTOLIFTER的无解概率会足够小。幸
运的是，实际中的提升问题通常都具有较大的错位因子。这一性质来源于提升问题的

压缩性质。具体而言，因为提升问题的目标是为代价较高的中间数据结构找到更高效

的表示，所以一般情况下，无论对于问题中描述常量输出的函数 calc2还是对于程序空

间 Lrepr中的候选程序，它们的输出空间通常远小于输入空间，于是它们的输入输出行

为相当于将一个更大的集合压缩到了一个更小的集合。在本文使用的概率模型M[calc]
中，压缩性质可以被表示为形如 𝑠𝑉 ≪ 𝑠𝐷 的假设。

例 10. 在将分治函数应用于求解列表次小值时，参考程序 sndmin与期望的辅助值 min

都具有压缩性质。它们的输入是一个整数列表，输出是列表中的一个元素。因此，在

假设整数范围有界且列表长度趋于无穷的情况下，这两个函数输入空间与输出空间之

间比值也会趋于无穷。

具有压缩性质的提升问题通常具有足够大的错位因子。具体地，考虑错误因子定

义中的第一个条件，calc2 in ≠ calc2 in′。如果近似地把 calc2当做随机函数，那么对于

任意一组不同的输入，上述条件被满足的概率是 1 − 1/𝑠𝑉 > 1/2。所以，几乎一定可以
找到 Ω(𝑠𝐷)对不相关的合法输入，它们为错位因子提供了一个充分大的下界。
将上述分析与定理 10中的结果结合，可以证明在假设压缩性质的情况下，AUTO-

LIFTER的有界错误率几乎一定很小，如下所示。

定理 11. 给定数据结构类型 𝐷与值类型 𝑉，令 𝑠𝐷 与 𝑠𝑉 分别表示 𝐷与 𝑉 中不同的元
素数量。当 calc2是类型为𝐷 → 𝑉 的随机函数时，对于任意的常量 𝜖 > 0，当 𝑠𝐷与 𝑠lim𝑐

𝑉
的比值趋于无穷时，AUTOLIFTER的有界无解率大于 𝜖的概率趋于 0。

证明. 容易验证在 𝑠𝑉 = 1时 AUTOLIFTER一定不会求解失败，所以不妨假设 𝑠𝑉 > 1。
首先分析错位因子在 calc2随机时的大小。令 𝑘 = ⌊

𝑠𝐷
2 ⌋，(in𝑖, in′

𝑖 )为任意 𝑘对不相
关的输入，而 𝑛表示这 𝑘对中满足 calc2 in ≠ calc2 in′的对数。一方面，根据错位因子

的定义，𝑛 构成了错位因子的一个下界。另一方面，因为每对输入满足条件的概率是
1 − 1

𝑠𝑉
，所以 𝑛的期望是 (1 − 1

𝑠𝑉 ) 𝑘 ≥ 𝑠𝐷
4 。
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进一步地，令 𝛿为任意大于 0的常量。根据切诺夫界，可以得到如下的不等式。

Pr
calc2

[𝑛 < (1 − 𝛿)𝑠𝐷
4 ] ≤ Pr

calc2
[𝑛 < (1 − 𝛿)𝔼[𝑛]]

< exp(−𝛿2𝔼[𝑛]
2 )

≤ exp
(

−𝛿2𝑠𝐷
8 )

接着，根据定理 10中的结果，对于任意的常量 𝜖，当错位因子 𝑡满足如下条件时，
AUTOLIFTER有界无解率一定小于 𝜖，其中 𝑓(⋅)是一个细节不重要的函数。

2lim𝑐 ⋅lim𝑠 exp
(

− 𝑡
𝑠lim𝑐

𝑉
)

< 𝜖 ⟸ 𝑡 > 𝑠lim𝑐
𝑉 𝑓(𝜖)

将两步分析结果整合，可以通过如下推导证明目标定理。

Pr
calc2

[unreal(calc, lim𝑠) > 𝜖] < Pr
calc2

[𝑛 < 𝑠lim𝑐
𝑉 𝑓(𝜖)]

= Pr
calc2

[𝑛 < 𝑠𝐷
8 ] when 𝑠𝐷 ≫ 𝑠lim𝑐

𝑉

< exp(−𝑠𝐷
32 )

= 0 when 𝑠𝐷 → ∞

4.6 实验评估

为了检验 AUTOLIFTER的有效性，本文设计了实验来回答以下的问题：
• RQ1: AUTOLIFTER是否可以有效地将提升问题分解为更简单的子问题？
• RQ2: 针对表征函数设计的算法 1是否能提升 AUTOLIFTER的求解效率？

4.6.1 实验设置

数据集 为了专注于检验 AUTOLIFTER 在分解提升问题时的有效性，本实验只考虑本
文数据集（第 3.5节）中与其他算法模式相关的部分：这些任务相对困难，且一般需要
复杂的表征函数。这一部分的数据集涉及四类算法模式，分别是分治算法 [10,12,121]、流

算法 [13]、最长子段问题上的贪心算法 [23]、以及线段树上的区间操作算法 [122]。表 4.1
展示数据中与每一类算法相关的任务数量。

因为 AUTOLIFTER专注于求解提升问题，所以在本章的实验中，我们会先用 SUFU
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表 4.1 数据集中与每类算法相关的任务数量。

算法 分治 流算法 最长子段 线段树 合计
任务数量 36 39 8 13 96

表 4.2 表征函数 repr的程序空间。

起始非终结符 𝑆 ≔ 𝑁ℤ | (𝑆, 𝑆)
整数表达式 𝑁ℤ ≔ IntConst | 𝑁ℤ ⊕ 𝑁ℤ | sum 𝑁𝕃 | len 𝑁𝕃 | head 𝑁𝕃 | last 𝑁𝕃

| access 𝑁ℤ 𝑁𝕃 | count 𝐹𝔹 𝑁𝕃 | min 𝑁𝕃 | max 𝑁𝕃 | neg 𝑁ℤ

列表表达式 𝑁𝕃 ≔ Input | take 𝑁ℤ 𝑁𝕃 | drop 𝑁ℤ 𝑁𝕃 | rev 𝑁𝕃 | map 𝐹ℤ 𝑁𝕃

| filter 𝐹𝔹 𝑁𝕃 | zip ⊕ 𝑁𝕃 𝑁𝕃 | sort 𝑁𝕃 | scanl ⊕ 𝑁𝕃 | scanr ⊕ 𝑁𝕃

二元运算符 ⊕ ≔ + | − | × | min | max
整数函数 𝐹ℤ ≔ (+ IntConst) | (− IntConst) | neg
布尔函数 𝐹𝔹 ≔ (< 0) | (> 0) | odd | even

将算法问题归约到提升问题，再评估 AUTOLIFTER在这些提升问题上的表现。

基准方法 本文考虑了两个可以被直接用于求解提升问题的通用程序合成方法，分别

是 ENUM [28]与 RELISH [98]。

• ENUM [28] 是一个基于枚举的程序合成方法。给定一个提升问题，ENUM会按照
从小到大的顺序枚举所有可能的 (repr, comb)，直到找到一个有效的解。

• RELISH [98] 是一个基于空间表示法的合成方法。它首先使用分层有限树自动机

排除许多无效程序，然后再在自动机的程序空间中搜索。

此外，为了评估 AUTOLIFTER中对表征函数的合成方法（算法 1），本文还考虑了
一个 AUTOLIFTER的变种，称为 AUTOLIFTEROE。该变种与 AUTOLIFTER几乎相同，唯一
的区别在于它直接使用观察等价法合成表征函数，而非使用本文中的算法 1。

其他配置。本文将每次求解的时间限制设为了 300秒，内存限制设为了 8GB。

4.6.2 代码实现

在本章的实验中，本文针对整数列表实现了一个 AUTOLIFTER的原型。在给定相应
的类型定义与程序空间的情况下，这一实现可以被简单地推广到其他情况。

领域特定语言 AUOTLIFTER依赖于两个程序空间 Laux与 Lcomb，分别对应候选的表征

函数集合与合并算子集合。在本章的实现中，本文使用 DEEPCODER [100]中关于列表计

算的领域特定语言作为表征函数的程序空间。它包含了 17个与列表相关的运算符，包
括常见的高阶函数（如map和 filter）以及在内部包含分支与递归计算的复杂操作符（如
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表 4.3 合并算子 comb的程序空间

起始非终结符 𝑆 ≔ 𝑁ℤ | (𝑆, 𝑆)
整数表达式 𝑁ℤ ≔ IntConst | 𝑁ℤ ⊕ 𝑁ℤ | if 𝑁𝔹 then 𝑁ℤ else 𝑁ℤ | 𝑁𝕋 .𝑖
布尔表达式 𝑁𝔹 ≔ ¬𝑁𝔹 | 𝑁𝔹 ∧ 𝑁𝔹 | 𝑁𝔹 ∨ 𝑁𝔹 | 𝑁ℤ ≤ 𝑁ℤ | 𝑁ℤ = 𝑁ℤ

元组表达式 𝑁𝕋 ≔ Input | 𝑁𝕋 .𝑖
二元运算符 ⊕ ≔ + | − | × | div

count和 sort）。此外，由于 DEEPCODER的语言不支持生成元组，本文在文法中添加了
一个构造元组的运算符，以应对需要多个辅助值的情况。

而对于合并算子，本文使用程序合成竞赛 SyGuS-Comp [127] 中关于整数运算的领

域特定语言作为程序空间。它包含基本的算术运算符（如 +和 ×），比较运算符（如 =
和 ≤），布尔运算符（如 ¬和 ∧），以及分支运算符 if-then-else，并可以通过嵌套使用分

支运算符来实现复杂计算。与表征函数的情况类似，本文添加了访问和构造元组的运

算符（即 (𝑆, 𝑆)和𝑁𝕋 .𝑖）来处理需要多个辅助值的情况。
这两个程序空间性质良好。首先，表征函数的程序空间满足压缩性质（第 4.5.2节）。

其中的每个程序都将一个的整数列表映射到一个固定大小的整数元组。因此，当列表

长度足够大且每个整数的范围都被限制在固定范围时，这些程序的输入空间将会远大

于其输出空间。此外，合并算子的程序空间足够高效。其中所有程序的时间复杂度均

为 𝑂(1)，从而保证了合成结果中合并算子的高效性。

其他配置 本文使用 EUSOLVER [38]求解关于合并算子的叶子问题，它是现有最好的针

对整数表达式的样例编程方法之一。

此外，在实现表征函数的合成方法（即算法 1）时，本文将参数 lim𝑐 设置为了 4，
因为根据本文的观察，4个辅助值就已经足以解决大多数已知的提升问题。

4.6.3 RQ1: AUTOLIFTER在求解提升问题时的有效性

表 4.4展示了 AUTOLIFTER与 ENUM和 RELISH的比较结果。其中“求解数量”报告
了每个求解器解决的任务数量；而“时间开销Base”与“时间开销Ours”分别展示了基

准方法与 AUTOLIFTER的平均时间开销 1。这些结果表明 AUTOLIFTER的求解能力显著
优于基准方法。它不仅解决了更多的任务，而且时间开销显著更少。

然而，AUTOLIFTER的求解能力还有很大的提升空间。在本文的数据集上，它目前
只能解决 96个任务中的 58个，仅占到约 60%。于是，本文分析了 AUTOLIFTER失败的
38个任务，并归类得到以下两点原因：
1 在计算这些开销时，本文只考虑那些被基准方法与 AUTOLIFTER同时求解的任务。
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表 4.4 AUTOLIFTER与 ENUM和 RELISH的比较结果。

求解器
分治 流算法

求解数量 时间开销Base 时间开销Ours 求解数量 时间开销Base 时间开销Ours

AUTOLIFTER 20/36 42.8 24/39 1.84
ENUM 5/36 46.8 0.23 9/39 9.54 0.30
RELISH 12/36 34.8 6.57 16/39 19.6 0.35

求解器
最长子段 线段树

求解数量 时间开销Base 时间开销Ours 求解数量 时间开销Base 时间开销Ours

AUTOLIFTER 5/8 4.14 9/13 33.0
ENUM 1/8 15.0 0.28 4/13 115 25.1
RELISH 3/8 4.23 2.25 7/13 86.5 28.9

求解器
总计

求解数量 时间开销Base 时间开销Ours
AUTOLIFTER 58/96 21.0

ENUM 19/96 31.3 5.79
RELISH 38/96 35.3 7.38

• 首先，EUSOLVER的求解能力显著不足。在这 38个失败的任务中，AUTOLIFTER
可以为 25个任务合成符合预期的表征函数，但 EUSOLVER并不能在时间限制能
合成对应的合并算子。这是因为在复杂的提升问题中，合并算子的规模可能会

非常大。它使用的操作符数量最大可达 559 ——这已经远远超出了 EUSOLVER
的求解能力。本文将在接下来的两章中重点解决这一问题。

• 其次，本文使用的默认程序空间的表达能力存在不足。剩下的 13个任务都需要
一些默认程序空间以外的特殊运算符，例如对整数列表的正则表达式匹配和整

数的幂运算。在手动地将这些操作符加入程序空间后，AUTOLIFTER便能成功地
为这 13个任务合成正确的表征函数，并能完全解决其中的 7个。

4.6.4 RQ2: AUTOLIFTER中表征函数合成方法的有效性

表 4.5展示了 AUTOLIFTER与 AUTOLIFTEROE 的比较结果，其组织方式与上个实验

相同。该结果表明了算法 1的有效性。在该算法的帮助下，AUTOLIFTER可以显著地解
出更多的问题。注意到在共同解出的任务上，算法 1会使用比朴素的观察等价法略多
的时间，这是因为算法 1中的优化带来了额外的常数开销。

此外，与表 4.4中的数据对比，可以发现 AUTOLIFTEROE的表现仍然优于基准方法

ENUM与 RELISH。这一结果进一步地展示了 AUTOLIFTER中的分解系统的有效性。
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表 4.5 AUTOLIFTER与 AUTOLIFTEROE 的比较结果。

求解器
分治 流算法

求解数量 时间开销Base 时间开销Ours 求解数量 时间开销Base 时间开销Ours

AUTOLIFTER 20/36 42.8 24/39 1.84
AUTOLIFTEROE 12/36 8.10 5.93 21/39 1.69 1.60

求解器
最长子段 线段树

求解数量 时间开销Base 时间开销Ours 求解数量 时间开销Base 时间开销Ours

AUTOLIFTER 5/8 4.14 9/13 33.0
AUTOLIFTEROE 5/8 3.92 4.14 7/13 22.3 28.7

求解器
总计

求解数量 时间开销Base 时间开销Ours
AUTOLIFTER 58/96 21.0

AUTOLIFTEROE 45/96 6.84 7.25

4.7 小结

为了解决合成效率不足的挑战，本章针对提升问题提出了分解系统 AUTOLIFTER。
它由两条分解规则组成，分别名为组件消除与变量消除。通过递归地应用这两条规则，

AUTOLIFTER会将提升问题分解为一系列的子任务，每个子任务仅需合成目标程序的一
小部分，从而显著减小了每一步合成的程序规模。

分解程序合成问题的挑战来源于子程序之间的依赖性。AUTOLIFTER使用近似规约
打破依赖：组件消除规则会忽略一部分的组件，并优先满足另一部分组件上的规约；而

样例消除规则会用数学函数的空间近似合并算子的程序空间，并优先合成表征函数。本

文证明了这种近似规约并不会影响 AUTOLIFTER 的正确性，同时通过在概率模型上进
行数学分析，论证了这些近似不会对 AUTOLIFTER的完备性产生显著影响。
本文的实验结果证明了AUTOLIFTER的有效性。与不分解问题的合成方法相比，AU-

TOLIFTER可以以显著更快的速度解出显著更多的提升问题。然而，AUTOLIFTER仍然无
法解出数据集中的很大一部分问题。其中的主要原因在于，现有样例编程求解器难以

合成提升问题中规模庞大的合并算子。为了改进这一点，本文接下来的两章将专注于

提升样例编程的求解能力。
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5.1 引言

复杂的程序合成任务往往会涉及多个程序分支。分支程序包含众多分支语句和分

支条件，其中分支语句需处理各种情况的输出，而分支条件则根据输入决定执行哪个

分支语句。尽管单个分支语句和条件可能相对简单，但它们组合起来往往构成规模较

大的分支程序，从而对程序合成的效率构成重大挑战。

为了高效地合成分治程序，Alur等人于 2015年提出了基于合一化的程序合成框架
（STUN）。回顾第 2.2.1节中的介绍，STUN框架下的程序合成方法由两个组件组成：一
个语句合成器和一个合一器。给定输入输出样例，语句合成器负责合成一组分支语句，

确保每个样例至少被其中一个语句满足；随后，合一器为这些分支语句生成对应的分

支条件，并将其整合为一个完整的分支程序。

然而，现有 STUN求解器在处理算法问题时仍面临显著的效率瓶颈。即使是当前
最先进的 STUN求解器 EUSOLVER，在上一章的实验中也仅能成功求解约 60%的合成
任务。本文返现 EUSOLVER的主要缺陷在于其泛化能力较弱。在基于 CEGIS框架合成
程序时，EUSOLVER往往需要通过反复收集大量反例，才能逐步逼近并最终合成目标程
序。例如，在合成与 max(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4 + 𝑥5)等价的分支程序时，EUSOLVER需要经过多达
393轮迭代才能找到目标程序。如此高的迭代次数导致了显著的时间开销。
为了保障 STUN求解器的泛化能力，本文应用了机器学习领域中的奥卡姆学习理

论 [44]，并在此基础上提出了奥卡姆求解器的概念。奥卡姆求解器遵循奥卡姆剃刀原理，

偏好于合成较小的合法程序。它确保对于任意样例编程问题，其结果的大小不会超过

最小合法程序的多项式级别，并在渐进意义上小于给定的样例数量。奥卡姆学习理论保

证了奥卡姆求解器在接受多项式级别的样例时可以达到任何期望的准确度 [44]；而在实

践中，基于奥卡姆学习理论的方法在不同领域中均表现出了良好的泛化能力 [128–132]。

在上述理论的指导下，本文证明了 EUSOLVER不满足奥卡姆求解器的要求。因此，
本文着手为 STUN框架设计高效的奥卡姆求解器，并命名为 POLYGEN。设计奥卡姆求
解器的关键挑战在于如何在满足奥卡姆求解器条件的同时实现高效的程序合成。为了

达到这一目标，POLYGEN将分支程序的合成任务分解为多个子任务，每个子任务仅涉
及目标程序的一小部分。同时，本文将奥卡姆求解器的要求分解为一组适用于各子问

题的充分条件。这些条件要求每个子任务要么合成一个较小的程序，要么合成一组总

大小较小的程序。基于这些条件，本文为每一个子问题设计了相应的高效算法，以确

保其能够满足各自的条件。
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表 5.1 输入输出样例与对应的分支语句。

ID 输入 输出 语句 ID 输入 输出 语句 ID 输入 输出 语句
𝑒1 (0, 1, 2) 1

𝑥 + 1
𝑒4 (0, 2, 0) 3

𝑦 + 1
𝑒7 (0, 0, 1) 2

𝑧 + 1𝑒2 (1, 0, 2) 2 𝑒5 (−1, 3, 0) 4 𝑒8 (−3, 3, −2) −1
𝑒3 (−1, 3, 2) 0 𝑒6 (−1, 1, −1) 2 𝑒9 (−1, 0, 4) 5

综上所述，本章的主要创新点包括以下内容：

• 基于奥卡姆学习理论提出了奥卡姆求解器的概念，并对 EUSOLVER和 STUN框
架的泛化能力进行了理论分析（第 5.3节）。

• 设计并实现了一个新颖的 STUN求解器 POLYGEN，该求解器在满足奥卡姆求解
器要求的同时实现了高效的程序合成（第 5.4节与第 5.5节）。

• 在条件整数运算领域对 POLYGEN进行了实验评估，验证了其在泛化能力和合成
效率方面的优越性（第 5.6节）。

5.2 概述

本节将用一个 SyGuS-Comp中的任务 1展示 POLYGEN的主要思想。该任务的目标
程序 𝑝∗ 如下，其中 𝑥, 𝑦, 𝑧 是三个整数输入。本节考虑该任务上的 9 个输入输出样例，
如表 5.1所示，其中“语句”展示了目标程序在每个样例上被运行的分支语句。

𝑝∗(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≔ if (𝑥 + 𝑦 ≥ 1) then {
if (𝑥 + 𝑧 ≥ 1) then {𝑥 + 1} else {𝑦 + 1}

} else {
if (𝑦 + 𝑧 ≥ 1) then {𝑧 + 1} else {𝑦 + 1}

}

5.2.1 样例编程求解器 EUSOLVER

本章的目标是为分支程序设计一个奥卡姆求解器。如前文所述，奥卡姆求解器合

成的程序大小应与目标程序的大小呈多项式关系，并在渐进意义下小于样例数量。本

节将先分析现有的求解器 EUSOLVER [38]，并展示它不是奥卡姆求解器的直观原因。

EUSOLVER遵循 STUN框架，并在设计上也试图合成较小的程序。其语句合成器与
合一器分别从小到大枚举分支语句和条件，然后尝试将最小的一些语句与条件组合成

一个满足所有样例的程序。然而，尽管这种方法控制了单个语句与条件的大小，但它

忽略了这些语句与条件的数量，因此经常会产生过大的结果。

1 任务名为 mpg_ite.sl。
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图 5.1 POLYGEN的结构，其中右图的每一个矩形表示了由左图对应颜色组件合成的部分。

语句合成器 EUSOLVER的语句合成器按从小到大的顺序枚举所有可能的分支语句。当
一个语句满足的样例集合与所有更小的语句都不同时，就将它加入结果集合，直到结

果集合覆盖了所有样例为止。

这一策略的缺点在于，它经常会不必要地返回过多的小表达式，每个表达式只满

足很少一部分样例。在本节的示例任务中，如果程序空间包含常量−1, … , 5，EUSOLVER
的语句合成器会返回这些常量的集合 {−1, … , 5}而不是预期的 {𝑥 + 1, 𝑦 + 1, 𝑧 + 1}。尽
管这些语句都很小，但极端情况下，这些语句的数量会随着样例数量的增加而线性增

加，从而违反奥卡姆求解器的要求。

合一器 EUSOLVER 的合一器将分支程序建模为一棵决策树，并采用传统的 ID3 算法
构建合成结果。在这一过程中，样例被视为需要由决策树区分的集合，分支语句被用

作决策树中的标签，通过枚举生成的一系列分支条件则作为决策树中可用的决策依据，

而一个样例对应的合法标签是所有能够满足该样例的分支语句。

然而，ID3的缺点在于它是为模糊分类问题涉及的，而在程序合成的场景下，它最
大化信息熵的策略可能会对程序合成产生负面影响。例如，在 ID3的评价标准下，条件
𝑥 ≥ 0为解决本节的示例任务带来了大量的信息收益。在该任务的样例集合中（表 5.1），
三个分支语句均匀分布，各满足三个样例；而分支条件 𝑥 ≥ 0将这些样例划分为分布
不均匀的两组，带来了信息收益：在第一组中有 50%的样例对应 𝑥 + 1，而在另一组中
只有 20%的样例对应 𝑥 + 1。然而，对于程序合成来说，这两组样例仍然涉及到全部的
三个分支语句，仍然需要找到条件来将它们区分。因此，选择 𝑥 > 0并不会为程序合成
带来收益，反而会显著地增大了结果程序的大小。

综上，EUSOLVER的核心缺陷在于只限制了每个分支语句与条件的大小，但没有限
制其数量，于是仍然可能会返回过大的程序。
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5.2.2 POLYGEN的求解思路

为了避免 EUSOLVER的缺陷，POLYGEN不仅控制单个分支语句和分支条件的大小，
还会控制它们的数量。POLYGEN的结构如图 5.1所示。它由一系列的子合成器构成，每
个只负责目标程序的一部分，从语句集合、条件集合，到单个语句、单个条件，再到每

个条件中的每个子句。

语句合成器 POLYGEN的语句合成器对分支语句的数量设置了上限，并只考虑数量不
超过该上限的语句集合。这一上限会在迭代过程中不断增加，直到找到一个大小不超

过上限且满足所有样例的语句集合。每次迭代中，POLYGEN会使用一个随机化的合成
方法。该方法保证如果在当前上限内存在合法的语句集合，那么至少以 (1 − 𝜖)的概率
找到一个合法结果。尽管这一随机化的方法存在合成失败的概率，但它在迭代的框架

下仍然能保证一个小的结果：一旦当前上限内存在合法解，那么在经过额外的 𝑛此迭
代后，合成失败的概率将降至 𝜖𝑛，而此时的上限也仅仅只增加了 𝑛。

POLYGEN使用的随机化方法依赖于一个领域合成器，它需要是一个针对单一分支
语句的奥卡姆合成器。为了方便说明，假设当前分支语句数量的上限为 3。此时，本章
的示例任务中存在着一个合法的语句集合 𝑇 = {𝑥 + 1, 𝑦 + 1, 𝑧 + 1}。
为了找到这个语句集合，POLYGEN会先对所有样例采样，每次得到一个子集，并

调用领域求解器为这个子集合成分支语句。如果某个子集同时被 𝑇 中的某个分支语句
满足，领域求解器将有机会返回这个分支语句。例如，如果采样集合为 {𝑒1, 𝑒2}，则根
据奥卡姆求解器的泛化能力，领域求解器的合成结果将很有可能是 𝑥 + 1。因此，在采
样足够多的子集后，POLYGEN将可以正确地找到 𝑇 中的某个分支语句。随后，它将会
递归地处理剩余的输入输出样例，直到所有样例都满足。因为每轮 POLYGEN都能以高
概率找到 𝑇 中的某个语句，所以在递归后，它能以高概率找到完整的语句集合 𝑇。

合一器 为了控制条件的数量，POLYGEN 的合一器会合成决策列表 [133] 而非决策树。

在决策列表中，每个条件会将一个分支语句与其余语句完全区分，于是条件的数量将

严格等于分支语句的数量减一，不会更多。图 5.1展示了 POLYGEN在本章示例任务上
的合成结果，它在语义上完全等价于目标程序 𝑝∗。

然而，因为决策列表的结构是线性的，所以它使用的条件会比决策树中的更大，带

来了额外的效率挑战。为了解决这一挑战。本文令 POLYGEN按照析取范式（DNF）的
形式合成条件，并对 DNF中的不同部分设计了子求解器：给定一系列按照从小到大枚
举得到的文字，子句合成器从这些文字中合成子句，DNF合成器基于子句合成器合成
分支条件，最后合一器基于 DNF合成器合成最终的分支程序。
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给定一组分支语句，合一器为每个语句 𝑡的条件创建一个子任务，其目标条件需要
在只被 𝑡满足的样例上为真，并在不被 𝑡以及任何先前语句满足的样例上为假。例如，
语句 𝑦 + 1的条件需要在 {𝑒4, 𝑒5, 𝑒6}为真，在 {𝑒7, 𝑒8, 𝑒9}为假，而在 {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}上的输
出不限，因为这些样例已经被上一条语句 𝑥 + 1满足。这些子任务会被 DNF求解器解
决：如果该求解器是奥卡姆求解器，那么合一器同样能返回足够小的结果程序。

给定一系列正例（即输出为真的样例）与负例（即输出为假的样例），DNF求解
器需要合成一组子句，其中所有子句在所有负例上均为假，并且在每个正例上都至少

有一个子句为真。注意到这个合成问题与分支语句求解器具有相似的形式：它们都需

要找到一组程序（此处为一组子句）来覆盖一系列的样例（此处为所有负例）。于是，

DNF求解器采用了与分支语句求解器相同的算法，将问题拆分到了子句的合成。
最后，在合成子句时，POLYGEN会先按照从小到大的顺序枚举一系列文字，接着

从这些文字中找到合适的子集，以构成满足所有样例的子句。POLYGEN将这个问题规
约到了加权集合覆盖问题，并使用了一个标准的近似算法 [134] 对其求解。该近似算法

不会返回过大的结果程序，从而确保了子句合成器满足奥卡姆求解器的条件。

5.3 奥卡姆求解器

本节将介绍奥卡姆求解器的定义，并分析 EUSOVLER与 STUN框架的可泛化性。

5.3.1 符号说明

本节将引入一些必要的符号，用于分析与讨论样例编程求解器的性质。

一个样例编程问题通常依赖于一个合成域，例如字符串处理领域 [135] 或者条件整

数运算领域 [38]。本文将一个合成域定义为一个四元组 𝔻 = (ℙ, 𝕀, 𝕆, J.K𝔻)，其中 ℙ, 𝕀, 𝕆
分别表示程序空间、输入空间和输出空间；而 J.K𝔻是一个解释器，J𝑝K𝔻 ∶∶ 𝕀 ↦ 𝕆将每
个程序解释为一个输入空间到输出空间的函数。

为简单起见，本章对合成域做两个假设：(1)存在一个对所有领域通用的解释器 J.K；
(2)输出空间 𝕆总是由程序空间 ℙ、输入空间 𝕀和解释器 J.K导出，即 𝕆 ≔ {J𝑝K(𝐼) | 𝑝 ∈
ℙ, 𝐼 ∈ 𝕀}。于是，本章会将合成域简写为 (ℙ, 𝕀)。此外，本文将使用符号 F表示一族合

成域，从而讨论样例编程求解器在不同合成域上的一般性质。

5.3.2 奥卡姆学习理论与奥卡姆求解器

在机器学习理论中，Anselm提出了奥卡姆学习理论 [44] 用于解释奥卡姆剃刀原则

的有效性。在程序合成领域中，符合奥卡姆学习理论要求的样例求解器（称为奥卡姆
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求解器）需要保证其合成结果的大小不会超过目标程序的多项式级别，并不会达到样

例数量的线性级别。

定义 13 (奥卡姆求解器 1 ). 对于常数 𝛼 ≥ 1, 0 ≤ 𝛽 < 1，如果存在常数 𝑐, 𝛾 > 0使得对于
任何程序域𝔻 ∈ F，目标程序 𝑝∗ ∈ ℙ，输入集合 {𝐼1, … , 𝐼𝑛} ⊆ 𝕀，以及错误率 𝜖 ∈ (0, 1

2)：

Pr [size (S(𝑇 (𝑝∗, 𝐼1, … , 𝐼𝑛))) > 𝑐 (size(𝑝∗))
𝛼 𝑛𝛽 ln𝛾

(
1
𝜖 )] ≤ 𝜖

则 PBE求解器 S是族 F上的 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆求解器，其中 size(𝑝)是程序 𝑝的二进制表示
的长度，𝑇 (𝑝∗, 𝐼1, … , 𝐼𝑛)表示对应于目标程序 𝑝∗和输入 𝐼1, … , 𝐼𝑛的 PBE任务。

奥卡姆学习理论在概率近似正确框架下为奥卡姆求解器提供了可泛化性保障。

定理 12 (泛化能力保障[44]). 设 S是域 𝔻上的 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆求解器。则存在多项式 𝑓(⋅, ⋅)
使得对于任何 0 < 𝜖, 𝛿 < 1，对于 𝕀上的任何分布 𝐷和任何目标程序 𝑝∗ ∈ ℙ，都满足：

∀𝑛 > 𝑓 (
1
𝜖 , ln(

1
𝛿 )) ⋅ (size(𝑝∗))

𝛼/(1−𝛽),

Pr
𝐼𝑖∼𝐷 [err𝐷,𝑝∗ (S(𝑇 (𝑝∗, 𝐼1, … , 𝐼𝑛))) ≥ 𝜖] ≤ 𝛿

其中 𝑓(⋅, ⋅)是一个合适的多项式函数，而 err𝐷,𝑝∗(𝑝)表示当输入分布为𝐷且目标程序为
𝑝∗时程序 𝑝的错误率，即 err𝐷,𝑝∗(𝑝) ≔ Pr𝐼∼𝐷 [J𝑝K(𝐼) ≠ J𝑝∗K(𝐼)]。

当 𝜖和 𝛿固定时，定理12表明着一个 (𝛼, 𝛽)−奥卡姆求解器只需要𝑂 (size(𝑝∗)𝛼/(1−𝛽))
个例子就能找到一个与目标程序 𝑝∗相似的程序。

奥卡姆求解器的定义可以反映样例编程求解器的实际泛化能力。以两个基本求解

器 Smin和 Srand为例，它们的定义如下，其中 𝑇 是一个任意的样例编程任务，而ℙ(𝑇 ) ⊆ ℙ
表示满足所有样例的合法程序的集合。

• Srand对结果质量没有任何保证，它会从 ℙ(𝑇 )中均匀地返回一个程序：

∀𝑝 ∈ ℙ(𝑇 ), Pr [Srand(𝑇 ) = 𝑝] = |ℙ(𝑇 )|−1

• Smin遵循奥卡姆剃刀原则，它总是返回 ℙ(𝑇 )中语法上最小的程序：

Smin(𝑇 ) ≔ argmin
𝑝∈ℙ(𝑇 )

size(𝑝)

已有的大量实验结果表明，Smin具有比 Srand更好的泛化能力。奥卡姆求解器的概

念可以在理论上解释这一优势，因为 Smin是一个奥卡姆求解器，而 Srand不是。

1 奥卡姆求解器的原始定义仅适用于确定性算法。在此本文将其定义自然地扩展到随机算法。
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定理 13. 令 F𝐴 为所有合成域形成的族。Smin是 F𝐴 上的 (1, 0)-奥卡姆求解器，而 Srand

不是 F𝐴上的奥卡姆求解器。

证明. 令 𝑝∗ 表示目标程序，同时令 𝑝为 Smin的合成结果。根据 Smin的定义，size(𝑝) ≤
size(𝑝∗)，于是 Smin是一个 (1, 0)-奥卡姆求解器。
对于 Srand，假设程序空间中的所有程序都满足给定的样例，且目标程序 𝑝∗是程序

空间中最小的程序。那么，根据 Srand的定义，其合成结果 𝑝在程序空间上服从均匀分
布。因此，size(𝑝)可能比 size(𝑝∗)大任意多倍，所以 Srand不是一个 Occam求解器。

5.3.3 STUN框架

回顾第 2.2.1节中的介绍，STUN框架专注于合成具有嵌套分支语句的程序。本节
将引入它的形式化定义，以便于后续的理论分析。

STUN要求程序空间可以被分解为两个子空间，分别对应分支语句与条件。

定义 14. 程序空间 ℙ是分支程序空间当且仅当存在着两个子空间 ℙ𝑡 和 ℙ𝑐，使得 ℙ是
满足以下条件的最小程序集合。

ℙ = ℙ𝑡 ∪ {if 𝑐 then 𝑝1 else 𝑝2 | 𝑝1, 𝑝2 ∈ ℙ, 𝑐 ∈ ℙ𝑐}

本文使用二元组 ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩表示从分支语句空间 ℙ𝑡 和条件空间 ℙ𝑐 派生的分支程序

空间。此外，如果领域 𝔻使用的是分支程序空间，我们称该领域为分支领域。

STUN通过两个步骤合成程序。它首先调用分支语句合成器合成一组分支语句 𝑃 ⊆
ℙ𝑡，使得对于任何样例，𝑃 中总有一个满足样例的程序；接着，它调用合一器从条件程
序空间 ⟨𝑃 , ℙ𝑐⟩中合成一个满足所有样例的分支程序。

定义 15 (分支语句合成器). 给定样例编程任务 𝑇，分支语句合成器 T 需要返回一组覆

盖所有样例的分支语句：

∀(𝐼 ↦ 𝑂) ∈ 𝑇 , ∃𝑝 ∈ T(𝑇 ), J𝑝K(𝐼) = 𝑂

定义 16 (合一器). 给定分支领域 𝔻 = (⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩, 𝕀)，合一器 U是一个函数，使得对于任

何分支语句集 𝑃，U(𝑃 )都是分支领域 (⟨𝑃 , ℙ𝑐⟩, 𝕀)上的样例编程求解器。

一个 STUN求解器由一个分支语句合成器 T和一个合一器 U构成。给定样例编程

任务 𝑇，其合成结果为 U(T(𝑇 ))(𝑇 )。Alur等人证明了当条件领域是分支闭合时，STUN
的合成过程是完备的[36]，即对于任何有解的样例编程任务 𝑇，STUN中分支语句合成
器与合一器对应的子问题都一定有解。
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定义 17 (分支闭合). 分支领域 𝔻是分支闭合的，如果：

∀𝑝1, 𝑝2 ∈ ℙ𝑡, ∃𝑐 ∈ ℙ𝑐 , ∀𝐼 ∈ 𝕀, J𝑐K(𝐼) ⟺ J𝑝1K(𝐼) = J𝑝2K(𝐼)

值得注意的事，任何包含相等判断操作符的分支领域都是分支闭合的，因为条件 𝑐
可以被构造为条件 𝑝1 = 𝑝2。本章默认假设分支程序空间是分支闭合的，并使用 F𝐶 表

示所有分支闭合的合成域形成的族。

EUSOLVER [38]是目前最先进的基于 STUN框架的样例编程求解器。它将合成效率
和泛化能力作为其设计目的，并在两者之间做出权衡。

EUSOLVER 中的分支语句合成器 T𝐸 受 Smin 的启发，会按照从小到大的顺序枚举

ℙ𝑡中的分支语句。对于每个分支语句 𝑡，如果没有更小的分支语句覆盖与 𝑡相同的样例
集合，则 T𝐸 会将 𝑡加入结果集合。T𝐸 会在当前结果覆盖所有样例时将其返回。

EUSOLVER中的合一器 U𝐸 分两步进行合成。首先，它会按照从小到大的顺序枚举

ℙ𝑐 中的条件，并得到一个足够区分当前样例集合的条件集合 𝐶。接着，U𝐸 会使用决策

树学习算法 ID3 [99] 递归地合成分支程序。在每次递归时，U𝐸 会先尝试用一个分支语

句覆盖所有剩余的样例，如果有，则将其作为结果返回；如果没有，U𝐸 会启发式地从

𝐶 中选择一个条件，并根据该条件将当前样例分为两部分，递归地用于合成两个分支。

5.3.4 STUN框架的可泛化性

本章的目标是在 STUN框架下设计一个奥卡姆求解器。为了实现这一点，本文首
先将奥卡姆求解器的条件拆分到了语句合成器与合一器，如下所示。

定义 18 (奥卡姆语句合成器). 对于常数 𝛼 ≥ 1, 0 ≤ 𝛽 < 1，如果存在常数 𝑐, 𝛾 > 0，使
得对于任何领域 𝔻 ∈ F𝐶，目标程序 𝑝∗ ∈ ℙ，输入集合 {𝐼1, … , 𝐼𝑛} ⊆ 𝕀，以及错误率
𝜖 ∈ (0, 1

2)，分支语句求解器 T 是 F𝐶 上的 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆语句合成器，如果它合成的所
有分支语句的总大小几乎不会超过目标程序的多项式范围，如下所示：

Pr [tsize (T(𝑇 (𝑝∗, 𝐼1, … , 𝐼𝑛))) > 𝑐 (size(𝑝∗))
𝛼 𝑛𝛽 ln𝛾

(
1
𝜖 )] ≤ 𝜖

其中 tsize(𝑃 )是分支语句集 𝑃 中分支语句的总大小，即∑
𝑡∈𝑃 size(𝑡)。

定义 19 (奥卡姆合一器). 对于常数 𝛼 ≥ 1, 0 ≤ 𝛽 < 1，如果存在常数 𝑐, 𝛾 > 0，使得对于任
何领域𝔻 ∈ F𝐶，分支语句集合 𝑃 ⊆ ℙ𝑡，目标程序 𝑝∗ ∈ (𝑃 , ℙ𝑡)，输入集合 {𝐼1, … , 𝐼𝑛} ⊆ 𝕀，
以及错误率 𝜖 ∈ (0, 1

2)，合一器 U是 F𝐶 上的 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆合一器，如果它合成结果的
大小几乎不会超过目标程序大小以及分治语句总大小的多项式范围，如下所示：

Pr [size (U(𝑃 )(𝑇 (𝑝∗, 𝐼1, … , 𝐼𝑛))) > 𝑐(max(size(𝑝∗), tsize(𝑃 )))
𝛼𝑛𝛽 ln𝛾

(
1
𝜖 )] ≤ 𝜖
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本文证明了上述定义构成了 STUN框架下奥卡姆求解器的一个充分条件，即任何
满足上述定义的 STUN组件一定可以构成一个奥卡姆求解器。这一理论结果使得我们
可以独立地设计语句合成器与合一器，每一步只需要满足的各自的条件，而不再需要

考虑全局的奥卡姆求解器的要求。

定理 14. 设 T是 F𝐶 上的 (𝛼1, 𝛽1)-奥卡姆语句合成器，U是 F𝐶 上的 (𝛼2, 𝛽2)-奥卡姆合一
器，其中 𝛽1𝛼2 + 𝛽2 < 1。则由 T 和 U组成的 STUN求解器一定是 F𝐶 上的奥卡姆求解

器，其参数如下所示：

𝛼 ≔ (𝛼1 + 1)𝛼2 𝛽 ≔ 𝛽1𝛼2 + 𝛽2

证明. 令 𝑝∗表示目标程序，令 𝑃 ≔ {𝑡1, … , 𝑡𝑛}表示 T合成的语句集合。根据奥卡姆求

解器的定义，存在常量 𝑐1与 𝛾1使得：

∀𝜖1 ∈ (0, 1
2) ,Pr [tsize (𝑃 ) > 𝑐1 (size(𝑝∗))

𝛼1 𝑛𝛽1 ln𝛾1
(

1
𝜖1 )] ≤ 𝜖1

按照如下方式构造函数 𝜑 ∶ ℙ𝑡 ↦ ⟨𝑃 , ℙ𝑐⟩。它将语句空间中的每个候选语句都映射
到 U的程序空间中的一个等价程序。

𝜑(𝑡) ≔ if (𝑡 = 𝑡1) then 𝑡1 else … else if (𝑡 = 𝑡𝑛−1) then 𝑡𝑛−1 else 𝑡𝑛

根据函数 size(𝑝)的定义（即程序 𝑝的二进制表示长度），可以得到如下所示的不等式：

size(𝜑(𝑡)) ≤ 2𝑛⌈log2 𝑁⌉ + 𝑛 ⋅ size(𝑡) + 2tsize(𝑃 ) ≤ 𝑐3size(𝑡)tsize(𝑃 )

其中𝑁 表示语法中产生式的数量，𝑐3是一个足够大的常量。

函数 𝜑可以被扩展到完整的程序空间 ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩上：𝜑(𝑝)会将程序 𝑝中的所有分支
语句 𝑡替换为对应的 𝜑(")。根据上述不等式，size(𝜑(𝑝))不会超过 𝑐3size(𝑝)tsize(𝑃 )。

令 𝑝𝑢表示 U的合成结果。因为 𝜑(𝑝∗)是合一过程上的一个合法程序，所以根据奥
卡姆合一器的定义，一定存在常数 𝑐2与 𝛾2满足如下的不等式：

∀𝜖2 ∈ (0, 1
2) ,Pr [size (𝑝𝑢) > 𝑐2(max(size(𝜑(𝑝∗)), tsize(𝑃 )))

𝛼2𝑛𝛽2 ln𝛾2
(

1
𝜖2 )] ≤ 𝜖2
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对于任意的错误率 𝜖 ∈ (0, 1
2)，通过将 𝜖1与 𝜖取为 1

2𝜖，可以进行如下所示推导：

Pr [tsize (𝑃 ) > 𝑐1 (size(𝑝∗))
𝛼1 𝑛𝛽1 ln𝛾1 (

2
𝜖 )] ≤ 𝜖

2 ⋀
Pr [size (𝑝𝑢) > 𝑐2(max(size(𝜑(𝑝∗)), tsize(𝑃 )))

𝛼2𝑛𝛽2 ln𝛾2 (
2
𝜖 )] ≤ 𝜖

2
⟹ Pr [size (𝑝𝑢) > 𝑐2 (𝑐1𝑐3 (size(𝑝∗))

𝛼1+1 𝑛𝛽1 ln𝛾1 (
2
𝜖 ))

𝛼2
𝑛𝛽2 ln𝛾2 (

2
𝜖 )] ≤ 𝜖

⟹ Pr [size (𝑝𝑢) > 𝑐 (size(𝑝∗))
(𝛼1+1)𝛼2 𝑛𝛽1𝛼2+𝛽2 ln𝛾

(
1
𝜖 )] ≤ 𝜖

其中 𝑐 是一个足够大的常量，而 𝛾 ≔ 𝛾1𝛼2 + 𝛾2.
将上述结果对应到奥卡姆求解器的定义，便能得知由 T与 U组成的 STUN求解器

是一个 ((𝛼1 + 1)𝛼2, 𝛽1𝛼2 + 𝛽2)-奥卡姆求解器。

5.3.5 EUSOLVER的可泛化性

本节在最后分析 EUSOLVER的泛化能力并证明它不满足奥卡姆求解器的要求。首
先考虑语句求解器 T𝐸，尽管 T𝐸 控制了每个分支语句的大小，但是因为它并不限制分

支语句的数量，所以它返回的语句集合的总大小可能会非常大，如例 11所示。

例 11. 考虑以下分支语句空间 ℙ𝑛
𝑡，输入空间 𝕀𝑛

𝑡 和目标程序 𝑝：

ℙ𝑛
𝑡 ≔ {2, 3, … , 𝑛 + 1, 𝑥 + 1} 𝕀𝑛

𝑡 ≔ {1, 2, … , 𝑛} 𝑝 ≔ 𝑥 + 1

由于 𝑝是 ℙ𝑛
𝑡 中最大的分支语句，且对于 𝕀𝑛

𝑡 中的任何输入 𝑥0，总有一个更小的分

支语句 𝑐 与 𝑝表现相同，其中 𝑐 是等于 𝑥0 + 1的常量。因此，无论样例编程任务是什
么，T𝐸 总是返回 𝑃𝐴 ≔ {2, 3, … , 𝑛 + 1}的一个子集，永远不会枚举到目标程序 𝑝。

当 𝕀𝑛
𝑡 中的所有输入都包含在样例编程任务中时，T𝐸 合成的分支语句集合是 𝑃𝐴。

此时，𝑃𝐴 的总大小是 Θ(𝑛 log 𝑛)，样例数量是 𝑛，目标程序的大小是 Θ(log 𝑛)，不存在
𝛼 ≥ 1, 0 < 𝛽 < 1和 𝑐 > 0使得 tsize(𝑃𝐴) ≤ 𝑐 (size(𝑝))𝛼 𝑛𝛽 对所有 𝑛都成立。因此，T𝐸 不

是奥卡姆分支语句合成器。

此外，在语句集合是 𝑃𝐴 时，EUSOLVER的合一器会用到 𝑃𝐴 中的所有语句，于是

其结果大小不会小于 tsize(𝑃𝐴)，这意外着 EUSOLVER也不是一个奥卡姆求解器。

使用例 11中的构造，我们可以证明如下定理。

定理 15. EUSOLVER中的语句合成器 T𝐸 不是 F𝐶 上的奥卡姆分支语句合成器，且 EU-
SOLVER本身也不是 F𝐶 上的奥卡姆求解器。

EUSOLVER的合一器 U𝐸 的泛化能力与决策树学习算法 ID3相关。然而，Hancock
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等人证明除非 NP = RP，否则不存在多项式时间的对决策树的奥卡姆学习方法[136]。这

一结论直接蕴含了如下定理。

定理 16. 除非 NP = RP，否则在 F𝐶 上不存在多项式时间奥卡姆合一器。

因为 EUSOLVER中的合一器 U𝐸 是多项式时间的，所以上述定理表明 U𝐸 不太可能

是一个奥卡姆合一器。

综上，本节的理论分析表明 EUSOLVER本身不是一个奥卡姆求解器。同时，如果
我们想要在定理 14的是指导下设计奥卡姆求解器，那么 EUSOLVER中的两个组件都不
能被使用，我们需要从头设计奥卡姆语句合成器与合一器。

5.4 POLYGEN中的语句合成器

本节将介绍 POLYGEN中的语句合成器，记作 Tpoly。

5.4.1 概述

奥卡姆语句合成器的定义限制了语句集合的总大小。因此，如果一个语句合成器

同时保证 (1)合成的语句数量很少，且（2）合成的所有语句中的最大语句很小，那么
该语句合成器必然是一个奥卡姆语句合成器。

引理 4. 对于常数 𝛼1, 𝛼2 ≥ 0, 0 ≤ 𝛽1, 𝛽2 < 1，其中 𝛽1 +𝛽2 < 1，如果存在常数 𝑐, 𝛾 > 0使得
对于任何条件领域 𝔻 ∈ F𝐶，任何目标程序 𝑝∗ ∈ ℙ，以及任何输入集合 {𝐼1, … , 𝐼𝑛} ⊆ 𝕀：

1. 以高概率，T返回的每个语句的大小都不会超过 size(𝑝∗)𝛼1𝑛𝛽1。

Pr [max{size(p) | 𝑝 ∈ T(𝑇 (𝑝∗, 𝐼1, … , 𝐼𝑛))} > 𝑐 (size(𝑝∗))
𝛼1 𝑛𝛽1 ln𝛾

(
1
𝜖 )] ≤ 𝜖

2. 以高概率，T返回的语句总数不会超过 size(𝑝∗)𝛼2𝑛𝛽2。

Pr [|T(𝑇 (𝑝∗, 𝐼1, … , 𝐼𝑛))| > 𝑐 (size(𝑝∗))
𝛼2 𝑛𝛽2 ln𝛾

(
1
𝜖 )] ≤ 𝜖

那么语句合成器 T是 F𝐶 上的 (𝛼1 + 𝛼2, 𝛽1 + 𝛽2)-奥卡姆语句合成器。

证明. 令 𝑃 是 T的合成结果。通过将两个前条件中的错误率取为 1
2𝜖，可以得到下列公

式一定以至少 1 − 𝜖的概率成立。

max{size(p) | 𝑝 ∈ P} ≤ 𝑐 (size(𝑝∗))
𝛼1 𝑛𝛽1 ln𝛾

(
2
𝜖 ) ⋀ |𝑃 | ≤ 𝑐 (size(𝑝∗))

𝛼2 𝑛𝛽2 ln𝛾
(

2
𝜖 )
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因为 tsize(𝑃 ) ≤ |𝑃 | ⋅ max {size(𝑝) | 𝑝 ∈ 𝑃 }，所以下列不等式至少以 1 − 𝜖的概率成立。

tsize(𝑃 ) ≤ (𝑐 (size(𝑝∗))
𝛼1 𝑛𝛽1 ln𝛾

(
2
𝜖 )) ⋅ (𝑐 (size(𝑝∗))

𝛼2 𝑛𝛽2 ln𝛾
(

2
𝜖 ))

≤ 𝑐′ (size(𝑝∗))
𝛼1+𝛼2 𝑛𝛽1+𝛽2 ln2𝛾

(
1
𝜖 )

其中 𝑐′是一个足够大的常量。因此，T是一个 (𝛼1 + 𝛼2, 𝛽1 + 𝛽2)-奥卡姆求解器。

注意到，上述引理中条件一的形式类似于奥卡姆求解器的定义。受此启发，本文

将 Tpoly设计为了一个元求解器：它以一个语句空间上的奥卡姆求解器 S𝑡为参数，并在

满足上述引理中条件二的前提下，将问题分解到单一语句上的样例编程问题，并调用

S𝑡对这些子问题进行求解。

这一过程的挑战在于不同的样例对应着不同的分支语句。Tpoly 需要找到足够多的

对应于同一分支语句的样例，才能使 S𝑡合成一个目标语句。为了达成这一点，本文利

用了如下性质：在目标集合中，一定存在一个语句覆盖了样例集合中的相当一部分。

引理 5. 对于任意样例编程任务 𝑇 以及任意一个能覆盖 𝑇 中所有样例的语句集合 𝑃，𝑃
一定存在一个语句 𝑝至少满足 1/|𝑃 |比例的样例，即：

|{(𝐼 ↦ 𝑂) ∈ 𝑇 | J𝑝K(𝐼) = 𝑂}| ≥ |𝑇 |/|𝑃 |

证明. 令 𝑡1, … , 𝑡𝑛表示 𝑃 中的每个分支语句，且令 𝑤1, … , 𝑤𝑛表示 𝑡𝑖满足的样例数量。

因为 𝑃 覆盖了 𝑇 中的全部样例，所以∑
𝑖 𝑤𝑖 一定不小于 |𝑇 |。基于这一点，可以得到

不等式 max𝑤𝑖 ≥ |𝑇 |/|𝑃 |。

给定样例编程任务 𝑇，令其目标语句集合为 𝑃 ∗，且 𝑡∗ ∈ 𝑃 ∗ 是其中覆盖最多样例

的分支语句。根据上述引理，如果我们从 𝑇 中随机采样 𝑛𝑡个样例，则语句 𝑡∗与所有随

机样例一致的概率至少为 |𝑃 ∗|−𝑛𝑡。利用这一保障，Tpoly会重复地从 𝑇 中采样一小组随
机样例，并在每组样例上调用 S𝑡：根据 S𝑡的可泛化性保障，当样例数量与采样轮数足

够大时，Tpoly将以高概率找到一个在语义上与 𝑡∗相似的语句。

而对于引理 4中的第二个条件，Tpoly 假设分支语句的大小存在一个上界 𝑘，并只
考虑合成语句数量不超过 𝑘的集合。Tpoly保证在 𝑘超过一个适当的阈值时，能够以高
概率找到一个满足所有样例的语句集合。在这一保证下，Tpoly 会按照从小到大的顺序

迭代地尝试所有 𝑘，直到合成成功，此时的语句数量不会超过阈值太多，一定满足引理
4的要求。

5.4.2 合成算法

算法 2展示了 Tpoly的伪代码。除了一个样例编程任务，它还需要一个语句空间上

的奥卡姆求解器 S𝑡与一个常数 𝑐，用于配置迭代过程中的阈值。此外，我们假设 S𝑡能
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Algorithm 2: POLYGEN中的语句合成器 Tpoly。
Input: 一个样例编程任务 𝑇，语句空间 ℙ𝑡 上的 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆求解器 S𝑡 和一个常数 𝑐。
Output: 一个能覆盖所有样例的语句集合 𝑃。

1 Function GetCandidatePrograms(examples, 𝑘, 𝑛𝑡, 𝑠):
2 result ← {};
3 foreach turn ∈ [1, 𝑛𝑡 × 𝑘𝑛𝑡 ] do
4 从 examples中均匀且独立地抽样 𝑛𝑡 个示例 𝑒1, … , 𝑒𝑛𝑡

;
5 𝑝 ← S𝑡 (𝑒1, … , 𝑒𝑛𝑡 );
6 if 𝑝 ≠ ⊥ ∧ |Covered(p, examples)| ≥ |examples|/𝑘 ∧ size(𝑝) ≤ 𝑐𝑠𝛼𝑛𝛽

𝑡 then
7 result ← result ∪ {𝑝};
8 end
9 end
10 return result;
11 Function Search(examples, 𝑘, 𝑛𝑡, 𝑠):
12 if |examples| = 0 then return {};
13 if 𝑘 = 0或 (examples, 𝑘)已被访问过 then return ⊥;
14 foreach 𝑝 ∈ GetCandidatePrograms(examples, 𝑘, 𝑛𝑡, 𝑠) do
15 searchResult ← Search(examples − Covered(𝑝, examples), 𝑘 − 1, 𝑛𝑡, 𝑠);
16 if searchResult ≠ ⊥ then return {𝑝} ∪ searchResult;
17 end
18 return ⊥;
19 𝑠 ← 1;
20 while True do
21 𝑛𝑙 ← 𝑐𝑠𝛼/(1−𝛽); 𝑘𝑙 ← 𝑐𝑠 ln |𝑇 |;
22 foreach (𝑘, 𝑛𝑡) ∈ [1, 𝑘𝑙] × [1, 𝑛𝑙] do
23 if (𝑘, 𝑛𝑡)之前未访问过 then
24 𝑃 ← Search(𝑇 , 𝑘, 𝑛𝑡, 𝑠);
25 if 𝑃 ≠ ⊥ then return 𝑃 ;
26 end
27 end
28 𝑠 ← 𝑠 + 1;
29 end

处理无解的样例编程问题，并在无解时返回 ⊥。
Tpoly算法由三部分组成。第一部分是函数 GetCandidatePrograms（缩写为 Get），

它实现了前文讨论的随机采样过程。Get 接收四个输入：examples 是一组输入输出样

例，𝑘是语句数量的上限，𝑛𝑡表示每次采样的样例数量，而 𝑠是限制每个语句大小的一
个上界。在引理 5的指导下，Get会返回一组至少覆盖 𝑘−1比例样例的语句。

Get的实现是一个重复采样过程（第 3行）。在每一轮中，它会随机采样 𝑛𝑡个样例

（第 4行），并调用求解器 S𝑡从这些样例中合成一个候选语句（第 5行）。Get会收集所

有的有效结果（第 7行）并将它们返回给 Search（第 10行）。值得注意的是，Get只

考虑那些大小最多为 𝑐𝑠𝛼𝑛𝛽
𝑡 的语句（第 6行）。

这个上界来自奥卡姆求解器的定义（定义13）：当所有随机样例都对应于同一个目
标语句，且该语句大小至多为 𝑠时，S𝑡的合成结果以高概率不会超过 𝑐𝑠𝛼𝑛𝛽

𝑡。然而，随
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机样例也可能恰好对应某个不符合预期的语句，此时，S𝑡 的合成结果可能会比目标语

句大得多。为了排除这些情况，Tpoly对语句大小设置了限制，并拒绝那些过大的程序。

算法 2的第二部分是回溯搜索，即函数 Search（第 11-18行）。给定一组输入输
出样例 examples和大小限制 𝑘，Search的搜索目标是一个至多包含 𝑘个语句且覆盖所
有样例的集合。Search首先调用函数 Get以获取一组可能的语句（第 14行），然后递
归地尝试每一个语句，直到找到一个合法的集合（第 15-16行）。

Tpoly的第三部分是一个迭代过程（第 19-29行），它通过迭代的方式为参数 𝑘, 𝑛𝑡与

𝑠找到一个合适的值。在每一轮中，Tpoly考虑目标语句的数量及其大小都是 𝑂(𝑠)的情
况，并按照如下方式选择样例数量 𝑛𝑡与语句数量 𝑘。

• 根据定理12，当目标语句的大小为 𝑂(𝑠)时，S𝑡需要 Ω (𝑠𝛼/(1−𝛽))个样例来保证其
准确性。因此，Tpoly将 𝑛𝑡的上界设为 𝑐𝑠𝛼/(1−𝛽)。

• 同样根据定理12，在给定 𝑛𝑡个样例的情况下，S𝑡只能保证找到一个与目标语句

相似的语句，它仍可能在常数比例的样例上产生与目标语句不同的结果。最坏

情况下，Tpoly需要使用𝑂(ln |𝑇 |)倍的语句才能覆盖 𝑇 中的所有样例。于是，Tpoly
将 𝑘的上界设为 𝑐𝑠 ln |𝑇 |。

由于 Get和 Search的时间开销会随着 𝑘和 𝑛𝑡的增加而迅速增长，所以 Tpoly会从小到

大尝试 𝑘和 𝑛𝑡的所有选项（第 22-27行），而不是直接使用最大可能的 𝑘和 𝑛𝑡。

5.4.3 语句合成器的性质

最后，本节讨论 Tpoly的理论性质。首先，根据第 5.4.1节中的理论分析，当 S𝑡 是

语句空间上的奥卡姆求解器时，Tpoly一定是一个奥卡姆语句合成器。

定理 17. 给定分支领域形成的族 F𝐶，令 F𝑇 为这些领域中分支语句对应的子领域形成

的族。当 S𝑡是 F𝑇 上的 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆求解器时，对于任意的 𝛼′ > 𝛼, 𝛽 < 𝛽′ < 1，Tpoly都

是 F𝐶 上的 (𝛼′ + 1, 𝛽′)-奥卡姆语句合成器。

证明. 令 𝑠∗为变量 𝑠（第 19行）在 Tpoly返回时的取值。令 𝑝∗表示目标程序，𝑃 ∗表示

𝑝∗中使用的语句集合，𝑛表示样例数量， 𝑃 表示 Tpoly的合成结果。根据算法 2，𝑃 的
总大小受到 𝑠∗的限制，如下所示：

tsize(𝑃 ) ≤ |𝑃 | ⋅ max
𝑝∈𝑃

size(𝑝) ≤ 𝑐𝑠∗ ln 𝑛 ⋅ 𝑐(𝑠∗)𝛼𝑛𝛽 ≤ 𝑐′(𝑠∗)𝛼+1𝑛𝛽″

其中 𝛽″是任意一个比 𝛽 大的常量，而 𝑐′是一个足够大的常量。

给定样例列表 𝑇 ′ 与参数 𝑘, 𝑛𝑡, 𝑠，我们称函数调用 Search(𝑇 ′, 𝑘, 𝑛𝑡, 𝑠)是合法的当

如下三个随机事件同时满足。
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• E1：至少存在一轮合法采样。令 𝑡∗ ∈ 𝑃 ∗是所有目标语句中满足 𝑇 ∗内最多样例

的语句。我们称一轮采样是合法的当且仅当 𝑡∗满足所有采样得到的样例。

• E2: 不等式 size(𝑡0) ≤ 𝑐𝑠𝛼𝑛𝛽
𝑡 成立，其中 𝑡0是 S𝑡在第一轮合法采样中的合成结果。

• E3: 在 𝑇 ′内所有被 𝑡∗满足的样例中，𝑡0至少满足了一半的比例。

考虑 Search的一条递归路径 𝑅𝐶，其中每一步的样例列表为 𝑇 ′
0 = 𝑇 , … , 𝑇 ′

𝑛𝑐 = ∅。
• 断言: 当 𝑅𝐶 中的所有函数调用均合法时，𝑛𝑐 最多为 2|𝑃 ∗| ln |𝑇 | + 1。
• 证明: 根据 𝑡∗的定义,它在 |𝑇𝑖|中满足的样例数量至少为 |𝑇𝑖|/|𝑃 ∗|。此时，E3的

成立蕴含了不等式 |𝑇𝑖+1| ≤ (1 − 1/(2|𝑃 ∗|)) |𝑇𝑖|。因为样例集合的大小一定为整
数，所以可以得到 𝑛𝑐 ≤ 2|𝑃 ∗| ln |𝑇 | + 1。

假设目前 𝑠的取值已经大于 𝑐1size(𝑝∗)𝛼′𝑛𝛽′
，其中 𝛼′是一个任意大于 1的常量，𝛽′

是一个任意大于 0的常量，而 𝑐1是一个足够大的常量。同时假设第 22行中 𝑘与 𝑛𝑡的取

值分别为 𝑐𝑠 ln 𝑛和 𝑐𝑠𝛼/(1−𝛽)，即达到了各自的上限。此时因为 𝑘𝑡 = 𝑐𝑠 log 𝑛 > 2|𝑃 ∗| ln 𝑛，
所以上述递归路径满足阈值 𝑘𝑡的限制。这意味着 Tpoly在当前 𝑠的取值下合成成功的概
率不会低于 𝑅𝐶 中所有函数调用均合法的概率。
接下来让我们依次考虑合法函数调用定义中的三个随机事件。

• 对于 E1，因为 𝑡∗是覆盖最多样例的目标语句，所以它满足一个随机样例的概率

不会小于 1/|𝑃 ∗|。因此，一轮采样是合法的概率不会低于 |𝑃 ∗|−𝑛𝑡。进一步地，因

为每次函数调用都会进行 𝑛𝑡 ⋅ 𝑘𝑛𝑡 次随机采样，所以在 𝑛𝑡足够大的时候，E1发生

的概率一定满足如下所示的不等式。

Pr[E1] ≥ 1 − (1 − |𝑃 ∗|−𝑛𝑡)
𝑛𝑡𝑘𝑛𝑡 ≥ 1 − exp(−𝑛𝑡) > 1 − 1

12size(𝑝∗) ln 𝑛
• 对于 E2，因为 S𝑡是一个 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆求解器，所以一定存在常量 𝑐2与 𝛾 满足：

∀𝜖 ∈ (0, 1
2) ,Pr [size(𝑡0) > 𝑐2(size(𝑝∗))𝛼𝑛𝛽

𝑡 ln𝛾
(

1
𝜖 )] < 𝜖

因此，当 𝑠中的常量系数 𝑐1足够大时，如下不等式至少以 1 − 1/(12size(𝑝∗) ln 𝑛))
的概率成立，它蕴含了 E2的发生。

size(𝑡0) ≤ 𝑐2(size(𝑝∗))𝛼𝑛𝛽
𝑡 ln𝛾 (12size(𝑝∗) ln 𝑛) < 𝑐𝑠𝛼𝑛𝛽

𝑡

• 对于 E3，令 𝕀′ 为 𝑇 ′ 中所有被 𝑡∗ 满足的样例的输入，分布 𝐷 是 𝕀′ 上的均匀分

布。因为 S𝑡是一个 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆合成器，所以根据定理 12，当如下不等式成立
时，E3至少以 1 − 1/(12size(𝑝∗) ln 𝑛)的概率发生，其中 𝑐3是一个固定的常量。

𝑛𝑡 > 𝑐3
⎛
⎜
⎜
⎝

1
2 ln (24size(𝑝∗) ln 𝑛) +

(
(size(𝑝∗))𝛼 ln𝛾 (24size(𝑝∗) ln 𝑛)

𝜖 )

1/(1−𝛽)⎞
⎟
⎟
⎠
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上述不等式在 𝑛𝑡中的常量系数 𝑐1足够大时一定成立。

令随机事件 E𝑅𝐶
𝑖 表示 𝑅𝐶 中第 𝑖 次调用是合法的情况，且令随机事件 E𝑅𝐶 表示

𝑅𝐶 中的所有调用都是合法的情况。那么根据上述分析结果，可以得到：

Pr [¬E𝑅𝐶] ≤
𝑛𝑐∑

𝑖=1
Pr [E𝑅𝐶

𝑖 ] ≤ (2|𝑃 ∗| ln 𝑛 + 1)(Pr[¬E1] + Pr[¬E2] + Pr[¬E3])

≤ (2size(𝑝∗) ln 𝑛 + 1) ⋅ 1
4size(𝑝∗) ln 𝑛 ≤ 3

4

这一结果表明，当 𝑠不小于 𝑐1size(𝑝∗)𝛼′𝑛𝛽′
时，Tpoly的每轮调用都有至少 1/4的概

率合成成功。因此，对于任意的 𝜖 ∈ (0, 1)，下列不等式一定成立。

Pr [𝑠∗ ≤ 𝑐1size(𝑝∗)𝛼′𝑛𝛽′ + 𝑐4 ln(
1
𝜖 )] < 𝜖

⟹ Pr [tsize(𝑃 ∗) ≤ 𝑐5size(𝑝∗)𝛼′(1+𝛼)𝑛𝛽″+(1+𝛼)𝛽′ ln(
1
𝜖 )] < 𝜖

其中 𝑐𝑟 与 𝑐5 是足够大的常量。注意到因为 𝛼′ 是一个任意大于 1的常量，且 𝛽′ 与 𝛽″

均为任意大于 0的常量。所以对于任意的 𝛼∗ > 1 + 𝛼, 𝛽∗ > 𝛽，Tpoly都是一个 (𝛼∗, 𝛽∗)-奥
卡姆语句合成器.

接着讨论 Tpoly的时间开销。它以高概率只会调用多项式次 Search，但 Search的开

销并不是多项式的。根据算法 2，在递归树上深度为 𝑖的 Search调用会进行 𝑛𝑡(𝑘 − 𝑖)𝑛𝑡

次随机采样。在最坏情况下，S𝑡 会为所有的采样结果合成候选语句，且这些语句两两

不同。此时，Search将递归到 𝑛𝑡(𝑘 − 𝑖)𝑛𝑡 个不同的分支，导致对于每个 (𝑛𝑡, 𝑘)，求解器
S𝑡在最坏情况下都会被调用 𝑛𝑘

𝑡 (𝑘!)𝑛𝑡 次。

然而在实践中，本文发现 Tpoly的效率通常比最坏情况好得多，其主要原因如下：

• 当随机样例不对应任何目标语句时，S𝑡 通常会合成失败而不是返回一个错误的

语句，因为语句空间 ℙ𝑡的表达能力通常有限。

• 而即便有一些语句被错误地合成，它们也很难满足语句大小和覆盖样例数量的
要求（算法 2中的第 6行）。

在理想情况下，如果 Get永远只返回目标程序中的分支语句，那么 S𝑡最多只会被调用

𝑛𝑡2𝑘𝑘𝑛𝑡 次，远小于其理论上界。

5.5 POLYGEN中的合一器

本节将介绍 POLYGEN中的语句合成器，记作 Upoly。
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5.5.1 概述

Upoly按照决策列表
[133]的形式合成分支条件并构建结果程序。给定语句集合 𝑃 ≔

{𝑝1, … , 𝑝𝑚}，Upoly会按照如下形式将它们组合。

if (𝑐1) then 𝑝1 else if (𝑐2) then 𝑝2 else … if (𝑐𝑚−1) then 𝑝𝑚−1 else 𝑝𝑚

其中 𝑐1, … , 𝑐𝑚−1 是由 ℙ𝑐 中的条件组成的析取范式，本文将它们所属的程序空间记作

DNF(ℙ𝑐)。这一空间与另外两个子空间 L(ℙ𝑐)和 CL(ℙ𝑐)一起定义，其中文字空间 L(ℙ𝑐)
包含了 ℙ𝑐 中的条件及其否定，子句空间 CL(ℙ𝑐)包含了 L(ℙ𝑐)中所有子集的合取，而
DNF空间 DNF(ℙ𝑐)包包含了 CL(ℙ𝑐)中所有子集的析取。

本文使用符号 ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩DL 表示所有由 ℙ𝑡 中的语句与 ℙ𝑐 中的条件组成的决策列表

集合。显然，决策列表空间 ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩DL 是分支空间 ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩的子空间。下列引理表明，
我们可以在设计奥卡姆合一器时只考虑子空间 ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩DL，因为对于 ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩中的任何
程序，⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩DL中一定存在一个语义等价且大小接近的程序。

引理 6. 对于任何条件领域 𝔻和任何程序 𝑝 ∈ ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩，存在一个程序 𝑝′ ∈ ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩DL，

使得 𝑝′在 𝕀上与 𝑝语义等价，且 size(𝑝′) ≤ 2size(𝑝)2。

证明. 令 𝑃 ≔ {𝑡1, … , 𝑡𝑚}表示程序 𝑝中的语句集合。考虑符合如下形式的程序 𝑝′，其

中决策列表的第 𝑖个语句恰好是 𝑝使用的语句 𝑡𝑖。

if (𝑐1) then 𝑡1 else if (𝑐2) then 𝑡2 else … if (𝑐𝑚−1) then 𝑡𝑚−1 else 𝑡𝑚

对于 𝑝中的任意一个分支，定义它的分支路径为序列 (𝑝𝑐1, 𝑘1), … , (𝑝𝑐𝑛, 𝑘𝑛)，其中
𝑝𝑐𝑖 ∈ ℙ𝑐 表示限制该分支的每个条件，且 𝑘𝑖 ∈ {0, 1}表示当前分支属于条件的哪种情
况，0表示满足而 1表示不满足。构造如下所示的函数 𝜑，它将每条分支路径映射到了
一个子句，如下所示：

𝜑((𝑝𝑐1, 𝑘1), … , (𝑝𝑐𝑛, 𝑘𝑛)) ≔ (and𝑘𝑖=0 𝑝𝑐𝑖) and (and𝑘𝑖=1 (not 𝑝𝑐𝑖))

使用该函数，我们构造决策列表 𝑝′中的每个条件 𝑐𝑖。对于分治语句 𝑡𝑖，令集合𝑋𝑖包

含 𝑡𝑖在 𝑝中所有出现位置的分支路径。那么我们将条件 𝑐𝑖构造为析取范式 or𝑥∈𝑋 𝜑(𝑥)。
显然，𝑝′ 与 𝑝语义等价且属于程序空间 ⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩𝐷𝐿。所以接下来只需要考虑 𝑝′ 与

𝑝的大小关系。令 𝑐′
1, … , 𝑐′

𝑛𝑐 为 𝑝中所有的分支条件，𝑙𝑖 与 𝑟𝑖 分别表示第 𝑖个条件两侧
分支语句的数量，𝑁 表示语法中产生式的数量。那么 size(𝑝′)可以通过如下方式计算：

• 𝑝′中所有分支条件的总大小不超过如下公式:
𝑛𝑐∑

𝑖=1
(𝑙𝑖(size(𝑐′

𝑖 ) + ⌈log2 𝑁⌉) + 𝑟𝑖(size(𝑐′
𝑖 ) + 2⌈log2 𝑁⌉)) − (𝑚 − 1)⌈log2 𝑁⌉
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Algorithm 3: Upoly的算法框架。
Input: 语句集合 𝑃 ≔ {𝑝1, … , 𝑝𝑚}，样例编程任务 𝑇 和 DNF合成器 C。
Output: ⟨𝑃 , ℙ𝑐⟩DL中的一个满足所有样例的程序。

1 conditionList ← {};
2 for 𝑖 ← 1; 𝑖 < 𝑚; 𝑖 ← 𝑖 + 1 do
3 examples ← {𝐼 ↦ false | (𝐼 ↦ 𝑂) ∈ 𝑇 − Covered(𝑝𝑖, 𝑇 )};
4 examples ← {𝐼 ↦ true | (𝐼 ↦ 𝑂) ∈ Covered(𝑝𝑖, 𝑇 ) − ⋃𝑚

𝑗=𝑖+1 Covered(𝑝𝑗 , 𝑇 )};
5 𝑐𝑖 ← C(examples);
6 conditionList.Append(𝑐𝑖); 𝑇 ← {(𝐼 ↦ 𝑂) ∈ 𝑇 | ¬J𝑐𝑖K(𝐼)};
7 end
8 result ← 𝑝𝑚;
9 for 𝑖 ← 𝑚 − 1; 𝑖 > 0; 𝑖 ← 𝑖 − 1 do
10 result ← (if conditionList𝑖 then 𝑝𝑖 else result);
11 end
12 return result;

• 分支操作符的总大小是 (𝑚 − 1)⌈log2 𝑁⌉，分支语句的总大小是∑𝑚
𝑖=1 size(𝑡𝑖)。

于是，我们可以进行如下推导：

size(𝑝′) ≤
𝑛𝑐∑

𝑖=1
(𝑙𝑖(size(𝑐′

𝑖 ) + ⌈log2 𝑁⌉) + 𝑟𝑖(size(𝑐′
𝑖 ) + 2⌈log2 𝑁⌉))

− (𝑚 − 1)⌈log2 𝑁⌉ + (𝑚 − 1)⌈log2 𝑁⌉ +
𝑚∑

𝑖=1
size(𝑡𝑖)

≤
(

𝑛𝑐∑
𝑖=1

(𝑙𝑖 + 𝑟𝑖)size(𝑐′
𝑖 ) +

𝑚∑
𝑖=1

size(𝑡𝑖))
+ 2⌈log2 𝑁⌉

𝑛𝑐∑
𝑖−1

(𝑙𝑖 + 𝑟𝑖)

≤ size(𝑝)
(

𝑛𝑐∑
𝑖=1

size(𝑐′
𝑖 ) +

𝑚∑
𝑖=1

size(𝑡𝑖))
+ size(𝑝) ⋅ 2𝑛𝑐⌈log2 𝑁⌉

≤ 2size(𝑝)2

其中最后一步不等式 2𝑛𝑐⌈log2 𝑁⌉ ≤ size(𝑝)是因为 𝑝中的每个分支条件一定会对程序
大小产生至少 2⌈log2 𝑁⌉的贡献，包括一个大小不为 0的条件和一个分支操作符。

算法3展示了 Upoly的算法框架。给定一个大小为 𝑚的语句集合，它会将合成任务
分解为 𝑚 − 1个样例编程任务，分别针对每个语句前的条件。它按照顺序考虑每个语句
（第 2-7行），对于当前语句 𝑝𝑖与每个剩余的样例 𝑒 ≔ (𝐼 ↦ 𝑂)，有三种可能的情况：

• 如果 𝑝𝑖不满足 𝑒，那么它的分支条件 𝑐𝑖在输入 𝐼 上必须为假（第 3行）。
• 如果在剩余的语句 𝑝𝑖, … , 𝑝𝑛中，𝑝𝑖是唯一一个满足 𝑒的语句，则 𝑐𝑖在输入 𝐼 上
的值必须为真（第 4行）。

• 否则，𝑐𝑖 的值无关紧要，于是 Upoly将忽略此示例（第 4行）。如果合成的 𝑐𝑖 在
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输入 𝐼 上为假，则将该样例 𝑒将留给后续语句满足（第 6行）。
通过这种方式，Upoly 搜集到了关于 𝑐𝑖 的输入输出样例，并调用 DNF求解器 C来合成

𝑐𝑖第 5行）。最后，Upoly会用这些语句和条件构建一个决策列表（第 8-11行）。
不难证明当 DNF求解器 C是 DNF(ℙ𝑐)上的奥卡姆求解器时，合一器 Upoly一定是

一个奥卡姆合一器。特殊地，当 C不包含任何随机性时，Upoly可以具有更好的参数。

引理 7. 给定分支领域形成的族 F𝐶，令 FDNF为这些领域中的析取范式对应的子领域形

成的族。当 C是 FDNF上的 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆求解器时，Upoly一定是 F𝐶 上的 (4𝛼′, 𝛽)-奥卡
姆合一器，其中 𝛼′是任意大于 𝛼的常数。
特殊地，当 C不包含任何随机性时，Upoly也是一个 F𝐶 上的 (4𝛼, 𝛽)-奥卡姆合一器。

证明. 令 𝑃 ≔ {𝑡1, … , 𝑡𝑚}表示给定的语句集合，𝑝∗ ∈ ⟨𝑃 , ℙ𝑐⟩表示目标程序，同时令 𝑠
表示max(tsize(𝑃 ), size(𝑝∗))。通过与证明引理 6时相同的方式，构造 𝑐∗

1 , … , 𝑐∗
𝑚−1为语句

𝑡𝑖在决策列表中的条件。根据构造过程的细节，我们还能得到如下性质：

•
∑𝑚−1

𝑖=1 size(𝑐∗
𝑖 ) ≤ 𝑂(𝑠2)。

• 𝑐∗
1 , … , 𝑐∗

𝑚−1不会互相重叠,即 ∀1 < 𝑖 < 𝑗 < 𝑚, ∀𝐼 ∈ 𝕀, ¬(J𝑐∗
𝑖 K(𝐼) ∧ J𝑐∗

𝑗 K(𝐼))。
令 𝑇𝑖表示所有样例中被语句 𝑡𝑖满足但不被 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑚满足的子集。根据算法 3，用

于合成 𝑐∗
𝑖 的正例一定是 𝑇𝑖的子集。注意在该算法中，对于先后两个语句 𝑡𝑖, 𝑡𝑗(𝑖 < 𝑗)和

一个在目标程序中对应于 𝑡𝑖 的样例，如果该样例能同时被两个语句满足，它将有可能

会被交给 𝑡𝑗 的条件处理。因此，先前根据目标程序构造的条件 𝑐∗
𝑖 可能无法满足 𝑇𝑖中的

所有正例。于是我们进一步构造了如下的分支条件 𝑐′
𝑖 用于保证满足 𝑇𝑖中的所有样例。

𝑐′
𝑖 ≔ 𝑐∗

𝑖 or (or
𝑖−1
𝑗=1 (or

𝑛𝑗
𝑘=1 (𝑐∗

𝑗,𝑘 and (𝑡𝑖 = 𝑡𝑗))))

其中 𝑐∗
𝑖,1, … , 𝑐∗

𝑖,𝑛𝑖
表示 DNF 𝑐∗

𝑖 中的所有子句。显然，𝑐′
𝑖 仍然符合 DNF的形式并且满足

𝑇𝑖 中的所有样例。因此，在合成第 𝑖个分支条件时，𝑐′
𝑖 一定是一个满足所有样例的合

法程序。与此同时，不难证明所有 𝑐′
𝑖 的总大小不会超过 𝑂(𝑠4)。

令 𝑐1, … , 𝑐𝑚−1表示 C的最终合成结果，𝑠𝑖表示合法条件 𝑐′
𝑖 的大小。那么当 C是一

个 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆求解器时，一定存在常量 𝑐′, 𝛾′满足如下公式。

∀𝑖 ∈ [1, 𝑚 − 1], Pr [size(𝑐𝑖) > 𝑐′𝑠𝛼
𝑖 |𝑇 |𝛽 ln𝛾′

(
𝑚 − 1

𝜖 )] ≤ 𝜖
𝑚 − 1

因此，下列不等式至少以 1 − 𝜖的概率成立。
𝑚−1∑
𝑖=1

size(𝑐𝑖) ≤ 𝑐′|𝑇 |𝛽 ln𝛾′
(

𝑚 − 1
𝜖 )

𝑚−1∑
𝑖=1

𝑠𝛼
𝑖 ≤ 𝑐′|𝑇 |𝛽

(ln(𝑚 − 1) + ln(
1
𝜖 ))

𝛾′ ⎛
⎜
⎜
⎝

𝑚−1∑
𝑖=1

𝑠𝑖
⎞
⎟
⎟
⎠

𝛼

≤ 𝑐″|𝑇 |𝛽𝑠4𝛼 ln(𝑚 − 1)𝛾′ ln(
1
𝜖 )

𝛾′

≤ 𝑐𝑠4𝛼′|𝑇 |𝛽 ln(
1
𝜖 )

𝛾
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其中 𝑐″与 𝑐都是足够大的常量，𝛾 = 𝛾′且 𝛼′是一个大于 𝛼的常量。因为 Upoly合成结

果的大小不超过
∑𝑚−1

𝑖=1 size(𝑐𝑖) + 𝑠，所以此时 Upoly是一个 (4𝛼′, 𝛽)-奥卡姆合一器。
此外，当 C不包含任何随机性时，𝑐𝑖的大小上限可以被改进为如下的不等式：

∀𝑖 ∈ [1, 𝑚 − 1], size(𝑐𝑖) ≤ 𝑐′𝑠𝛼
𝑖 |𝑇 |𝛽

此时，它们的大小总和满足下列不等式，其中 𝑐 是一个足够大的常量。
𝑚−1∑
𝑖=1

size(𝑐𝑖) ≤ 𝑐′𝑠𝛼
𝑖 |𝑇 |𝛽 ≤ 𝑐′|𝑇 |𝛽

𝑚−1∑
𝑖=1

𝑠𝛼
𝑖 ≤ 𝑐′|𝑇 |𝛽

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑚−1∑
𝑖=1

𝑠𝑖
⎞
⎟
⎟
⎠

𝛼

≤ 𝑐𝑠4𝛼|𝑇 |𝛽

这意味着 Upoly在 C不包含随机性时是一个 (4𝛼, 𝛽)-奥卡姆合一器.

根据引理7，唯一剩下的问题是为析取范式族 FDNF 设计一个奥卡姆求解器。本文

将在接下来的两个小节中逐步构建这样一个条件求解器。

为描述方便，本文先引入一些必要的符号：

• 不加区分地，本文将 DNF 𝑑 视作由一系列子句形成的集合，将子句 𝑐 视为由一
系列文字形成的集合。

• 给定输入空间 𝕀与条件 𝑝，令 𝑃 (𝕀, 𝑝)表示 𝑝为真的所有输入形成的集合，𝑁(𝕀, 𝑝)
表示 𝑝为假的所有输入形成的集合。

• 对于样例编程任务 𝑇，令 𝕀(𝑇 )、𝕀𝑃 (𝑇 )和 𝕀𝑁 (𝑇 )分别表示 𝑇 中的所有输入、正例
上的所有输入与负例上的所有输入。

给定关于条件的样例编程任务 𝑇，一个合法的条件 𝑝应当满足如下两个要求。
• 𝑝在 𝑇 的所有正例上取值为真，即 𝕀𝑃 (𝑇 ) ⊆ 𝑃 (𝕀(𝑇 ), 𝑝)。
• 𝑝在 𝑇 的所有负例上取值为假，𝕀𝑁 (𝑇 ) ⊆ 𝑁(𝕀(𝑇 ), 𝑝)。

5.5.2 子句合成器

因为析取范式是一系列子句的析取，所以我们先考虑为子句设计一个奥卡姆求解

器 CCL，其伪代码如算法4所示。CCL从合法条件的第一个要求出发：𝕀𝑃 (𝑇 ) ⊆ 𝑃 (𝕀(𝑇 ), 𝑐)。
根据子句的定义，对于任何子句 𝑐和任何文字 𝑙 ∈ 𝑐，子句 𝑐为真的输入集合 𝑃 (𝕀(𝑇 ), 𝑐)
一定是文字 𝑙为真的输入集合 𝑃 (𝕀(𝑇 ), 𝑙)的子集。这意味着只有那些满足所有正例的文
字才能被用于结果子句。CCL将所有这些文字收集为子句 𝑐𝑢（第 8行）。然后，𝑐𝑢的子

集正是那些满足第一个条件的子句。

剩余的任务是找到 𝑐𝑢 的一个子集 𝑐∗ 以满足第二个要求，即 𝕀𝑁 (𝑇 ) ⊆ 𝑁(𝕀(𝑇 ), 𝑐∗)。
同时，为了保证 CCL是奥卡姆求解器，𝑐∗ 的程序大小应尽可能小。这些要求构成了加

权集合覆盖的一个实例：CCL需要从 {𝑁(𝕀(𝑇 ), 𝑙) | 𝑙 ∈ 𝑐∗}中选择一些集合来覆盖 𝕀𝑁 (𝑇 )。
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Algorithm 4:子句求解器 CCL。
Input: 条件空间 ℙ𝑐 和样例编程任务 𝑇。
Output: CL(ℙ𝑐)中的一个满足所有样例的程序或 ⊥。

1 Function SimplifyClause(𝑐𝑢, 𝑇 ):
2 remNeg ← 𝕀𝑁 (𝑇 ); 𝑐∗ ← ∅;
3 while remNeg ≠ ∅ do
4 𝑙∗ ← argmax𝑙∈𝑐𝑢 (|𝑁(𝕀(𝑇 ), 𝑙) ∩ remNeg|/size(𝑙));
5 𝑐∗ ← 𝑐∗ ∪ {𝑙∗}; remNeg ← remNeg − 𝑁(𝕀(𝑇 ), 𝑙);
6 end
7 return 𝑐∗.
8 𝑐𝑢 ← {𝑙 ∈ L(ℙ𝑐) | 𝕀𝑃 (𝑇 ) ⊆ 𝑃 (𝕀(𝑇 ), 𝑙)};
9 if 𝕀𝑁 (𝑇 ) ⊈ 𝑁(𝕀(𝑇 ), 𝑐𝑢) then return ⊥;
10 return SimplifyClause(𝑐𝑢, 𝑇 );

于是，本文在 CCL中使用了一个加权集合覆盖问题上的标准贪心算法（第 1-7行）。
它具有多项式的时间复杂度，并保证找到一个至多比最优解差 ln |𝑐∗|倍的解。在运行
过程中，CCL会维护集合 remNeg，表示尚未被覆盖的所有负例（第 3行），并总是选择
在单位大小内能覆盖最多负例的文字（第 5行），将它加入到结果中（第 6行）。
加权集合覆盖中贪心算法的近似比保证了 CCL是一个奥卡姆求解器，如下所示。

引理 8. 给定分支领域形成的族 F𝐶，令 FCL 为这些领域中的子句对应的子领域形成的

族。对于任何的 0 < 𝛽 < 1，CCL是 FCL上的 (1, 𝛽)-奥卡姆求解器。

证明. 该引理直接由加权集合覆盖问题上贪心算法的近似比导出。

5.5.3 析取范式的条件合成

最后，本文在 CCL 的基础上，为析取范式实现了一个奥卡姆求解器 C。根据运算

符 or的语义可以得到一个在形式上类似于引理 5的结论。

引理 9. 设 𝑇 是一个样例编程任务，𝑑 是一个满足 𝑇 中所有样例的 DNF公式，则：

• 𝑑 中的所有子句在 𝑇 的所有负例上必须为假，即 ∀𝑐 ∈ 𝑑, 𝕀𝑁 (𝑇 ) ⊆ 𝑁(𝕀(𝑇 ), 𝑐)。
• 𝑑 中存在一个子句，该子句至少在 𝑇 中 1/|𝑑|比例的正例上为真，即：

∃𝑐 ∈ 𝑑, |𝑃 (𝕀(𝑇 ), 𝑐)| ≥ |𝑑|−1|𝕀𝑃 (𝑇 )|

根据这个引理，我们按照与语句合成器 Tpoly类似的方式设计了 C，如算法 5所示。
与 Tpoly中的对应部分相比，该算法有两个主要区别：

• GetPossibleClause的目标是找到一组子句，这些子句在所有负例上都为假，并

在至少 𝑘−1 比例的正例上为真（第 4行）。相应地，搜索函数 Search在每次递

归中只排除被覆盖的正例，并保留所有反例（第 6行）。
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Algorithm 5:析取范式求解器 C

Input: 条件空间 ℙ𝑐，样例编程任务 𝑇 和常数 𝑐0。
Output: DNF(ℙ𝑐)中的一个满足所有样例的 DNF公式。

1 Function Search(literals, 𝑇 , 𝑘, 𝑠):
2 if |𝕀𝑃 (𝑇 )| = 0 then return {};
3 if 𝑘 = 0或状态 (literals, 𝑇 , 𝑘)已被访问过 then return ⊤;
4 foreach 𝑐 ∈ GetPossibleClause(literals, 𝑇 , 𝑘) do
5 if size(𝑐) > 𝑐0𝑠 ln |𝑇 | then continue;
6 searchResult ← Search(literals, 𝑇 − {(𝐼 ↦ true) ∈ 𝑇 | J𝑐K(𝐼) = true} , 𝑘 − 1, 𝑠);
7 if searchResult ≠ ⊥ then return {𝑐} ∪ searchResult;
8 end
9 return ⊤;

10 𝑠 ← 1;
11 while True do
12 𝑘𝑙 ← 𝑐0𝑠;
13 foreach (𝑘, 𝑠′) ∈ [1, 𝑘𝑙] × [1, 𝑠] do
14 if (𝑘, 𝑠′)之前未被访问 then
15 𝑃𝑐 ← GetConditionsWithSizeBound(ℙ𝑐 , 𝑠′);
16 𝑑 ← Search(L(𝑃𝑐), 𝑇 , 𝑘, 𝑠);
17 if 𝑑 ≠ ⊥ then return 𝑑;
18 end
19 end
20 𝑠 ← 𝑠 + 1;
21 end

• 因为文字空间 L(P𝑐)可能很大，为了提高子句合成器 CCL的效率，C会迭代地选

择参数 𝑠′（第 13行），并在每次迭代中只考虑大小不超过 𝑠′的文字。

尽管 GetPossibleClause（缩写为 Get）可以按照与 Tpoly相似的方法实现成一个

随机采样过程，但因为在 C中子句合成器 CCL是已知且固定的，所以本文针对 CCL对

原先的采样算法作了进一步优化。

回顾算法4，CCL会分两步合成子句。它首先找到所有可用文字的集合 𝑐𝑢，然后贪

心对它化简。为了找到一个对 C有用的子句，集合 𝑐𝑢应该满足所有负例并至少满足 𝑘−1

比例的正例。在实践中，满足这个条件的不同 𝑐𝑢数量通常很小，于是本文将 Get实现

为先找到所有可能的 𝑐𝑢，再使用函数 SimplifyClause对它们一一化简。

为了形式化这一过程，本文引入了代表性子句的概念。给定输入空间 𝕀和一组文
字 𝐿，定义子句空间 CL(𝐿)上的关系 ∼𝕀为子句在输入空间 𝕀上的语义等价关系：

𝑐1 ∼𝕀 𝑐2 ⟺ ∀𝐼 ∈ 𝕀, J𝑐1K(𝐼) = J𝑐2K(𝐼)

这一关系将 CL(𝐿)划分成了若干个等价类。本文将对应于子句 𝑐的类记作 [𝑐]𝕀。容易证

明，每个类 [𝑐]𝕀 包含一个全局最大子句，该子句是等价类中所有其他子句的并集，即

∃𝑐′ ∈ [𝑐]𝕀, 𝑐′ = (∪𝑥 𝑥 for 𝑥 ∈ [𝑐]𝕀)。在这一结论的基础上，本文定义代表性子句来表示
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Algorithm 6: C中函数 GetPossibleClause()的实现。
Input: 一组文字 𝐿，样例编程任务 𝑇 和上界 𝑘。
Output: 根据引理9的一组可能子句。

1 result ← {∅};
2 foreach 𝑙 ∈ 𝐿 do
3 foreach 𝑐 ∈ result do
4 if |𝑃 (𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑐 ∪ {𝑙})| ≥ 𝑘−1 |𝕀𝑃 (𝑇 )| then result.Insert(𝑐 ∪ {𝑙});
5 end
6 foreach 𝑐 ∈ result do
7 if ∃𝑐′ ∈ result, (𝑃 (𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑐) = 𝑃 (𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑐′) ∧ 𝑐 ⊂ 𝑐′) then result.Delete(𝑐);
8 end
9 end
10 return {SimplifyClause(c) | 𝑐 ∈ result ∧ 𝕀𝑁 (𝑇 ) ⊆ 𝑁(𝕀(𝑇 ), 𝑐)}

CCL的运行过程中所有可能的 𝑐𝑢形成的集合。

定义 20 (代表性子句). 给定输入空间 𝕀，大小限制 𝑘和一组文字 𝐿，代表集 𝑅(𝕀, 𝑘, 𝐿) ⊆
CL(𝐿)包含了所有满足以下条件的子句 𝑐：(1) 𝑐是 [𝑐]𝕀中最大的子句，(2) 𝑐在至少 𝑘−1

比例的输入上取值为真，即 |𝑃 (𝕀, 𝑐)| ≥ 𝑘−1|𝕀|。

根据这一定义，𝑅(𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑘, 𝐿)是当样例编程任务为 𝑇、大小限制为 𝑘且可用文字
集为 𝐿时的可能 𝑐𝑢集合。本文对 Get的实现如算法6所示。它时刻维护集合 result，表

示对应当前文字集合 𝐿′的 𝑅(𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑘, 𝐿′)。因为 𝐿′最初为空，所以 result最开始只包

含一个空子句（第 1行）。接着，Get会按顺序将所有文字插入到 𝐿′ 中并相应地更新

result（第 2-9行）。在处理所有文字后，result一定与𝑅(𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑘, literals)相等，于是 Get

会简化并返回其中的所有合法子句（第 10行）。

与语句合成器 Tpoly，不难证明 DNF求解器 C是一个奥卡姆求解器，如下所示。

引理 10. 给定分支领域形成的族 F𝐶，令 FDNF 为这些领域中的析取范式对应的子领域

形成的族。对于任何 0 < 𝛽 < 1，C是 FDNF上的 (2, 𝛽)-奥卡姆求解器。

证明. 令 𝑠∗是变量 𝑠（算法 5中第 10行）在 Upoly合成结束时的取值。令 𝑑∗表示目标

的 DNF公式。当 𝑠 ≥ 2size(𝑑∗)且参数 𝑘与 𝑠′均与 𝑠相同时，考虑如下断言：
• 断言: 在函数调用 Search(literals, 𝑇 , 𝑘, 𝑠)中，令 𝑑′表示 𝑑∗中子句的一个子集，

其中每个子句至少满足 𝑇 中的一个正例。如果 𝑘 ≥ |𝑑′|，那么一定存在一个子
句 𝑐 ∈ Get(literals, 𝑇 , 𝑘)满足如下公式：

∃𝑐∗ ∈ 𝑑′, 𝑃 (𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑐∗) ⊆ 𝑃 (𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑐) ∧ size(𝑝𝑐(𝑐)) ≤ 2𝑠 ln |𝑇 |

• 证明：令 𝑐∗是 𝑑′中满足最多正例的子句，那么显然它至少满足 1/|𝑑′|比例的正
例，即 |𝑃 (𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑐∗)| ≥ |𝑑′|−1|𝕀𝑝(𝑇 )|。因为 𝑘 ≥ 𝑑′，所以 [𝑐∗]𝕀𝑃 (𝑇 )中的代表性子
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句一定被包含在 𝑅(𝕀𝑃 (𝑇 ), 𝑘, literals)中，从而一定会被 Get(literals, 𝑇 , 𝑘)找到。

令 𝑐 表示上述代表性子句在简化后的结果。那么根据简化算法的近似比，以下
不等式必然成立，从而目标断言得证。

size(𝑝𝑐(𝑐)) < 2size(𝑝𝑐(𝑐∗))(ln |𝑇 | + 1) ≤ 2𝑠 ln |𝑇 |

根据上述断言可知，当 𝑠 > 2size(𝑑∗)时，搜索过程 Search()一定可以合成成功。

在此时的合成结果中，最多存在 𝑂(size(𝑑∗))个被 C合成的子句，其中每个子句的大小

不超过 𝑂(size(𝑑∗) ln |𝑇 |)。因此，合成结果的大小不会超过 𝑂((size(𝑝𝑑(𝑑∗)))2 ln |𝑇 |)，这
表明 C是一个 (2, 𝛽)-奥卡姆求解器，其中 𝛽 是区间 (0, 1)中的任意常量。

将该引理与之前的理论结果结合，可以得到 Upoly是一个奥卡姆合一器，且 POLY-
GEN是一个分支领域上的奥卡姆合成器。

定理 18. 对于任何 0 < 𝛽 < 1，Upoly是 F𝐶 上的 (8, 𝛽)-奥卡姆合一器。

证明. 该引理是引理 7与引理 10的组合。

定理 19. 对于任意常数 𝛼 ≥ 0, 0 ≤ 𝛽 < 1/8，当 S𝑡 是 𝑇 (F𝐶 )上的 (𝛼, 𝛽)-奥卡姆求解器时，
POLYGEN是 F𝐶 上的一个 (𝛼′, 𝛽′)-奥卡姆求解器，其参数如下所示：

𝛼′ > 8(𝛼′ + 1) 8𝛽 < 𝛽′ < 1

证明. 该定理是定理 14、定理 17以及定理 18的组合。

5.6 实验评估

为了检验 POLYGEN的有效性，本文设计了实验来回答以下问题：
• RQ1: 相比于现有的 STUN求解器，POLYGEN的泛化能力和求解效率是否提升？
• RQ2: POLYGEN中的语句合成器与合一器是否提升了 POLYGEN的性能？

5.6.1 代码实现

因为提升问题中的合并算子一般只进行整数操作，所以本文主要关注 POLYGEN在
条件线性算数领域（CLIA）上的性能。

条件线性整数领域 不同的 CLIA领域具有相似的程序空间，它们仅在输入的数量上
有所不同。具有 𝑛个输入的 CLIA领域 𝔻𝐼 = (⟨ℙ𝑡, ℙ𝑐⟩, 𝕀)的定义如下：

• 语句空间 ℙ𝑡包含输入变量 𝑥1, … , 𝑥𝑛的所有线性整数表达式。
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• 条件空间 ℙ𝑐 包含线性表达式之间的所有算术比较及其布尔表达式，即 ℙ𝑐 是满

足以下等式的最小集合。

ℙ𝑐 = {𝑒1 o 𝑒2 | 𝑒1, 𝑒2 ∈ ℙ𝑡, o ∈ {<, ≤, =}}∪

{𝑐1 o 𝑐2 | 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℙ𝑐 , o ∈ {and, or}}∪

{not 𝑐 | 𝑐 ∈ ℙ𝑐}

• 输入空间 𝕀包含对输入变量的整数赋值。为了方便，本文只考虑参数 INF范围
内的所有赋值，并在实现中将 INF默认设置为 50。

不难验证 𝔻𝐼 是一个分支闭合的条件领域，于是 POLYGEN的所有性质在 𝔻𝐼 上均成立。

领域求解器 POLYGEN 需要一个语句空间上的奥卡姆求解器 S𝑡 来合成单一语句。在

CLIA领域上，本文将 S𝑡 实现为了一个总是合成最小合法程序的优化器。具体地，给

定样例编程任务 𝑇，S𝑡通过求解如下的优化问题来合成程序 𝑐0 + 𝑐1𝑥1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑥𝑛:

Minimize
𝑛∑

𝑖=0
|𝑐𝑖| Subject to ∀(𝑤𝑖 ↦ 𝑂) ∈ 𝑇 ,

∑𝑛
𝑖=1𝑤𝑖𝑐𝑖 + 𝑐0 = 𝑂

这个优化问题是整数线性规划的一个实例，于是 S𝑡会将它交给 Gurobi [137]（一个最先

进的整数规划求解器）求解。不难验证 S𝑡是一个 (1, 0)-奥卡姆求解器。

其他参数 在实现 Tpoly和 Upoly时，本文默认将参数 𝑐和 𝑐0设置为 2。

5.6.2 实验设置

数据集 为了评估 POLYGEN的性能，本文从两个不同来源收集了 100个 CLIA领域上
的程序合成问题。

1. 首先，本文从 SyGuS-Comp中收集了 82个 CLIA领域上的合成问题。此处的每
个问题都包含一个形式化规约，其目标是合成一个满足规约的程序。

2. 其次，本文从算法问题中抽取了 18个合成问题。此处的每个问题都对应着一个
真实的合并算子，其目标是找到一个与目标算子等价的程序。

样例来源 因为数据集中所有任务都只提供了形式化规约，而 POLYGEN是一个样例编
程求解器，所以在求解这些任务时，POLYGEN还需要一个额外的样例生成方法。为了
综合评估 POLYGEN的性能，本文同时考虑了两种最常见的样例生成方式。

• O𝑉 遵循着 CEGIS框架。它迭代地维护了一个初始为空样例集合，每次调用样
例编程求解器用当前的样例集合上合成程序，并验证。如果当前结果正确，则
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直接返回，否则将当前程序的一个反例加入样例集合，并开始新的一轮迭代。

在使用 O𝑉 生成样例时，本文用最终使用的样例数量（即迭代轮数）衡量样例编

程求解器的泛化能力，用总时间开销衡量样例编程求解器的合成效率。

• O𝑅 随机产生样例。它对应于实践中那些不存在验证器的场景。在这些场景中，

已有方法通常会在资源限制下生成尽可能多的样例，然后调用样例编程求解器

从这些样例合成程序，并直接返回。

为了评估样例编程求解器在与 O𝑅 结合时的性能，本文使用了与 CEGIS类似的
方式。从空的样例集合开始，每一在现有的样例上运行样例编程求解器并验证

结果。如果当前结果不正确，则从 O𝑅处请求一个新的随机样例，并开始新的一

轮合成，直到找到正确的程序。在这一过程中，本文用最终使用的样例数量衡

量泛化能力，并用最后一轮的运行时间衡量合成效率。

基准方法 本文将 POLYGEN与三个现有方法比较，分别是 ENUM [28]、EUSOLVER [38]和

EUPHONY [40]。它们代表了提高泛化能力的三种不同方法：

1. 第一种方法遵循奥卡姆剃刀的原则，总是合成最小的合法程序。在 CLIA上，ENUM
是遵循该方法的最佳求解器，它按大小递增的顺序枚举程序，并通过观察等价法跳

过重复程序。

2. 第二种方法将奥卡姆剃刀原则与高效的合成技术启发式地结合，从而在泛化能力和
效率之间做出权衡。EUSOLVER是遵循这种方法的最佳求解器。

3. 第三种方法使用机器学习模型来指导合成。EUPHONY是这一类别中的最先进的求解
器，它在 EUSOLVER的基础上使用了概率模型指导搜索。

此外，由于 ENUM 在 CLIA 上的效率有限，本文还考虑了一个针对 CLIA 领域的
改进版本，记作 ENUM+。该求解器在 ENUM 的基础上添加了对分支操作符的特殊处
理，并仍然保证合成最小的合法程序。在枚举过程中，每当需要用分支操作符构建程

序时，ENUM+会首先选择一个现有的布尔表达式作为条件；然后，对于每个现有程序

𝑝，ENUM+仅在 𝑝是满足某个样例子集的最小程序时，才会尝试将 𝑝作为分支语句。更
具体地，设 𝐸𝑡（𝐸𝑓）是分支条件为真（假）的样例集合。只有当存在子集 𝐸′ ⊆ 𝐸𝑡（𝐸𝑓）

使得 𝑝是满足 𝐸′中所有样例的最小程序时，ENUM+才会将 𝑝作为分支语句。

其他设置 在实验中，本文使用 Z3 [138]验证合成结果的正确性。对于每次运行，本文

将时间限制设为 120秒，内存限制设为 8 GB，样例数量的上限设为 104。此外，为了

避免随机性的影响，本文会将所有实验重复 5次，并只考虑平均结果。
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表 5.2 POLYGEN与基准方法的比较结果。

求解器
O𝑉 O𝑅

求解数量 样例数量 时间开销 求解数量 样例数量 样例下界 时间开销
POLYGEN 97 ×1.00 ×1.00 93 ×1.00 ×1.00
ENUM 9 ×0.97 ×3.67 9 ×1.07 ×52.3
ENUM+ 26 ×0.91 ×8.23 15 ×0.71 ×43.3

EUSOLVER 65 ×2.33 ×6.14 65 ×1.64 ×3.32 ×12.8
EUPHONY 51 ×2.27 ×7.42 53 ×1.12 ×3.30 ×15.1

5.6.3 RQ1: POLYGEN在求解样例编程问题时的有效性

表 5.2展示了 POLYGEN与基准方法的比较结果。为了比较泛化能力，本文考虑所
有被基线方法与 POLYGEN同时求解的任务，计算在每个任务上它们使用的样例数量的
比值，并在“样例数量”列汇报了这些比值的几何平均值。这一列中的 ×1.000意味着
POLYGEN与基准方法使用了相同数量的样例，而比值越大，意味着 POLYGEN的泛化能
力相对越好。类似地，“时间开销”列展示了时间成本上的比率，该比值越大意味着

POLYGEN的合成效率相对越高。

与 ENUM和 ENUM+相比，POLYGEN达到了和它们接近的泛化能力。注意，本文使
用的奥卡姆学习理论是对 ENUM和 ENUM+的近似：奥卡姆学习理论将寻找最小合法程

序的要求放宽到寻找多项式范围内的合法程序，从而为设计高效合成方法带来了更多

的空间。实验结果表明，本文使用的近似在实践中并不会过多影响泛化能力。与此同

时，POLYGEN具有显著更高的合成效率：它解决了更多的合成任务，并在那些共同解
决的任务上有显著的效率提升。

与 EUSOLVER和 EUPHONY相比，POLYGEN在泛化能力和效率方面都表现得更好。
泛化能力上的实验结果与本文的理论分析一致：POLYGEN具有更好的泛化能力是因为
它是一个奥卡姆求解器，而 EUSOLVER与 EUPHONY不是。一个有趣的现象是，POLYGEN
的优势在与 O𝑉 结合的时候更加明显，而在与 O𝑅 结合时则没有那么显著。这是因为

O𝑅可能需要许多随机样例才能排除一个近似正确的程序，此时，何时随机到一个合适

的样例成为了样例数量的瓶颈，而求解器本身泛化能力的重要性则被削弱。例如，在

合成任务 qm_neg_1.sl中，随机样例很难区分如下的两个程序：

𝑝∗(𝑥) ≔ (if (𝑥 < 0) then 1 else 0)

𝑝′(𝑥) ≔ (if (𝑥 ≤ 0) then 1 else 0)

当输入范围在 [−50, 50]之间时，随机输入区分它们的概率小于 1%。这一现象表明了样
例质量同样会对样例编程的性能产生显著影响，本文将在下一章中对这一点展开讨论。
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表 5.3 POLYGEN与其弱化版本的比较结果。

求解器
O𝑉 O𝑅

求解数量 样例数量 时间开销 求解数量 样例数量 时间开销
POLYGEN 97 ×1.00 ×1.00 93 ×1.00 ×1.00

POLYGEN−𝑇 73 ×1.15 ×2.00 75 ×0.96 ×2.73
POLYGEN−𝑈 71 ×1.64 ×1.95 69 ×1.29 ×1.93

同样值得注意的是，“样例数量”列的结果存在幸存者偏差。在许多只有 POLYGEN
解决的任务上，POLYGEN可能具有显著更好的泛化能力，但由于基准方法的失败，这
些任务上的性能并没有被计入“样例数量”列中的结果。

为了验证这一点，本文使用样例生成方法 O𝑅进行了额外实验。本文在那些 POLY-
GEN成功但 EUSOLVER或 EUPHONY失败的任务上以 30分钟的时间限制重新迭代地运
行失败的基准方法。从仅有 1个随机示例开始，如果基准方法合成了不正确的程序，本
文会将当前的样例数量作为泛化能力的下界，然后将样例数量加倍进行下一次迭代，直

到合成成功或者超时。表 5.2中的“样例下界”列汇报了在考虑这些下界后的几何平均
值。实验结果证明了幸存者偏差的存在，因为使用样例的比率从 ×1.115 − ×1.649增加
到了 ×3.320 − ×3.302。

最后，在合成效率方面，POLYGEN几乎解决了所有合成任务。本文调查了那些 POLY-
GEN失败的任务，并总结了两个主要原因：

• 由于语句合成器 Tpoly的时间成本会随着分支语句数量的增加而快速增长，POLY-
GEN无法高效地处理那些需要大量分支语句的情况。例如，POLYGEN无法为任
务 array_serach_15.sl合成语句集合，因为它需要 16个不同的分支语句。

• 由于合一器 Upoly 按大小递增的顺序考虑所有文字，POLYGEN 无法高效地处理
文字规模较大的情况。例如，POLYGEN在任务 mpg_example3.sl上超时，因为

它需要使用一个较大的文字 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 7 ≤ 0。

5.6.4 RQ2: POLYGEN中语句合成器与合一器的有效性

为了评估 POLYGEN中语句合成器与合一器的性能，本文考虑了 POLYGEN的两个
变种 POLYGEN−𝑇 与 POLYGEN−𝑈，它们分别将 POLYGEN中的语句合成器与合一器替换
为了 EUSOLVER的对应组件。表 5.3展示了 POLYGEN与这些变种的比较结果。
实验结果表明，合一器 Upoly在效率和泛化能力方面相比于 EUSOLVER的合一器有

很大提升。相比之下，语句合成器 Tpoly的主要贡献在于效率，并没有显著改善泛化能

力。这一现象的原因是合一器所需的样例数量通常远大于语句合成所需要的样例数量，

因为每个样例为分支条件提供的信息（类型为布尔）通常远小于每个样例为分支语句
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提供的信息（类型为整数）。

在泛化能力外，Tpoly 相比 T𝐸 的一个重要优势是它可以通过约束求解快速找到复

杂的分支语句。例如，在合成任务 mpg_example4.sl上，Tpoly能够找到一个极端复杂

的语句集合，如下所示。它远远超出了 T𝐸 的求解能力。

{10𝑥 + 20𝑦 + 15𝑧 − 99, 9𝑦 + 25𝑤 − 11, 11𝑥 + 15𝑦 + 30𝑧 + 22𝑤 + 11, 16𝑥 + 18𝑧 + 5𝑤 − 55}

5.7 小结

为了更高效地合成提升问题中的合并算子，本章讨论了如何为分支程序设计一个

更加高效的样例编程求解器。通过分析现有求解器 EUSOLVER的表现，本文发现其核
心不足在于泛化能力有限。在 CEGIS框架下，EUSOLVER往往需要收集大量的反例才
能找到目标程序，这带来了巨大的时间开销。

为了提升样例编程求解器的泛化能力，本文首先引入了奥卡姆求解器的概念，从

而在理论上为度量泛化能力建立了标准。一个奥卡姆求解器需要保证其合成的程序规

模不会超过最小合法程序的多项式级别，并在渐进意义下小于样例的数量。根据奥卡

姆学习理论，任何满足这一条件的求解器在接受多项式级别的样例后，都能保证返回

一个接近目标程序的结果。

接着，本文从奥卡姆求解器的定义出发，遵循基于合一化的程序合成框架，按照

自顶向下分解的方式设计了一个针对分支语句的奥卡姆合成器 POLYGEN。本文首先按
照结构将分支程序分解为子程序，从完整的程序到语句集合、条件集合，再到单个语

句、单个条件，再到条件中每个子句、每个问题。随后，本文按照自顶向下的顺序为每

个部分设计合成方法，在将合成问题分解到更低层次的同时，也将奥卡姆合成器的要

求传递到子任务上。通过这种方式，本文为每个子程序设计了高效的合成方法，并从

理论上保证了这些合成方法的组合一定能形成一个奥卡姆求解器。

本文的实验结果表明，POLYGEN相比已有的样例编程求解器具有显著更好的泛化
能力与更高的求解效率。此外，一个有趣的现象是不同的样例生成方式会显著地影响

POLYGEN的性能，本文将在下一章中围绕这一点展开详细讨论。
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6.1 引言

在实践中，输入输出样例的质量也会显著影响样例编程求解器的性能。例如，本

文上一章的实验结果（第 5.6节）表明，当样例编程求解器 POLYGEN接受高质量的反
例时，其泛化能力和合成效率显著优于仅接受低质量随机样例的情况。

受到这一结果的启发，本章以加速程序合成为目标探索了高质量样例的生成方法。

该问题与交互式程序合成领域中的询问选择问题 [45] 密切相关。在交互式程序合成中，

程序合成器每一轮可以向用户提出询问以获取更多信息，直至找到让用户满意的程序。

而询问选择问题的目标是在每一轮中选择最佳的询问，以最小化向用户的提问数量，从

而减少用户的负担。对应到加速样例编程的场景，样例生成器需要在每一轮选择一个

合适的输入，根据规约生成对应的输出，并尽可能减少样例编程求解器找到目标程序

所需的样例数量，以降低时间开销。

目前已有不少研究工作对询问选择问题进行了深入讨论。这些工作对询问选择问

题进行了理论分析，并将其近似为一个关于输入的优化问题。在该问题中，目标函数

衡量的是当前输入在多大程度上区分了剩余程序，即程序空间中满足现有样例的程序

集合。例如，当剩余程序为 0, 𝑥, 𝑦时，询问选择器应偏好输入 ⟨𝑥 = 1, 𝑦 = 2⟩（使所有剩
余程序的输出各不相同），而非输入 ⟨𝑥 = 0, 𝑦 = 0⟩（所有剩余程序的输出仍然相同）。
然而，即使经过简化，解决询问选择问题仍然面临显著的效率挑战。若要计算某

个输入的目标函数值，一种直接的计算方式是枚举所有剩余程序，计算每个程序的输

出，并评估这些输出的多样性。然而，由于程序合成问题的程序空间通常极为庞大，这

种方法的时间开销完全无法接受。

现有的方法主要通过近似程序空间来应对这一效率挑战 [45,139]。在计算目标函数

时，这些方法会先从所有剩余程序中采样一小部分，并仅考虑这些采样结果上的输出

多样性。尽管这些方法在交互式程序合成场景下表现良好，但如果以加速程序合成为

目标，它们仍存在两个核心缺点：

• 时间开销。理论上，从剩余程序中采样的难度高于样例编程本身：它需要找到
多个满足所有样例的程序，而样例编程只需找到一个。因此，计算近似目标函

数的时间开销通常远大于样例编程本身。

• 通用性。剩余程序的采样依赖于高效的见证函数，但这些函数在大多数合成域
中并不存在，例如 POLYGEN所关心的条件整数领域。
为了克服这些缺点，本文设计了一种更加高效的近似方法。与现有方法相比，本
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文提出的近似方法无需对剩余程序进行采样，其时间开销远小于样例编程本身；同时，

它仅依赖于程序的语法语义，因此适用于几乎所有的合成领域。

为了实现高效的近似，本文分析了原始的目标函数，并发现计算它的主要挑战来

源于运算符的复杂行为。针对这一问题，本文的近似方法分为三步：首先，本文尝试

使用简单的随机过程模拟运算符的行为，并将其形式化为了统一等价模型；接着，基

于该模型给出的预测定义了一个目标函数的近似；最后，提出并实现了一个高效的动

态规划算法用于计算这一近似，并将其集成到样例选择方法 LEARNSY中。
综上所述，本章的主要创新点包括以下内容：

• 提出了统一等价模型以近似运算符的复杂行为（第 6.4节），并在该模型的基础
上实现了一个高效的样例选择方法 LEARNSY（第 6.5节）。

• 对 LEARNSY进行了实验评估，验证了它在加速程序合成时的有效性（第 6.6节）。

6.2 概述

本节将使用一个示例任务展示 LEARNSY的核心思路。给定由如下文法 𝐺𝑒 定义的

程序空间，该任务的目标是合成一个与 𝑥 + 𝑦等价的程序，即 𝑥 + 𝑦或 𝑦 + 𝑥。

𝑆 ≔ 1 | 𝑥 | 𝑦 | 𝑇 + 𝑇 𝑇 ≔ 1 | 𝑥 | 𝑦

该文法包含了 12个程序，按照从小到大的顺序列举如下。为了简化问题，假设该问题
中变量 𝑥与 𝑦的取值范围被限定为了 {0, 1, 2}，此时共有 9种可能的输入。

1, 𝑥, 𝑦, 1 + 1, 1 + 𝑥, 1 + 𝑦, 𝑥 + 1, 𝑥 + 𝑥, 𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 1, 𝑦 + 𝑥, 𝑦 + 𝑦 (6.1)

此外，本节将只考虑基于枚举的样例编程求解器，讨论如何为该求解器选择合适的样

例。该求解器会按照列表 6.1中的顺序进行枚举，并返回第一个满足所有样例的程序。

6.2.1 样例选择中的最少等价对策略

不同的样例选择方法会显著地影响样例编程求解器使用的样例数量。最简单的方

法是选择当前候选程序的一个反例，从而保证每轮合成至少会排除一个错误程序；然

而，这种方法可能会过度拟合当前的结果，导致最坏情况下，需要的样例数量与程序

空间的大小相当。很多时候，更巧妙的样例选择可以大幅度减少样例数量。在本节的

示例任务中，如果可以在前两轮迭代中分别选择输入 ⟨𝑥 = 0, 𝑦 = 2⟩和 ⟨𝑥 = 1, 𝑦 = 0⟩，
则基于枚举的样例编程方法可以在第三轮就找到目标程序 𝑥 + 𝑦。
为了选择最合适的样例，现有工作将样例选择问题规约到了最优决策树问题，并

证明了一系列贪心策略在样例选择问题上的有效性[45]。本文主要考虑其中的一种策略，
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表 6.1 使用最少等价对策略的合成过程。

轮数 样例编程结果 剩余程序 候选输入及其目标值 选取的样例

1 1 𝐺𝑒 中的所有程序
⟨0, 0⟩[62], ⟨0, 1⟩[56], ⟨0, 2⟩[34]
⟨1, 0⟩[56], ⟨1, 1⟩[90], ⟨1, 2⟩[46]
⟨2, 0⟩[34], ⟨2, 1⟩[46], ⟨2, 2⟩[42]

⟨0, 2⟩ ↦ 2

2 𝑦 𝑦, 1 + 1, 𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑥
⟨0, 0⟩[10], ⟨0, 1⟩[10], ⟨0, 2⟩[16]
⟨1, 0⟩[6], ⟨1, 1⟩[10], ⟨1, 2⟩[8]
⟨2, 0⟩[10], ⟨2, 1⟩[6], ⟨2, 2⟩[8]

⟨1, 0⟩ ↦ 1

3 𝑥 + 𝑦

最少等价对策略 [48,140]。这一策略定义一个输入上的目标值为该输入上输出相同的剩

余程序对数，并总是选择具有最小目标值的输入作为当前样例。

表 6.1展示了最少等价对策略下的合成过程，其中 ⟨𝑎, 𝑏⟩[𝑤]表示具有目标值 𝑤的
输入 ⟨𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏⟩。以第二轮合成为例。此时在给定第一轮样例 ⟨0, 2⟩ ↦ 2的情况下，
只有四个剩余程序 𝑦, 1 + 1, 𝑥 + 𝑦和 𝑦 + 𝑥：它们在输入 ⟨1, 0⟩上的输出分别为 0, 2, 1和
1。因此，输入 ⟨1, 0⟩的目标值为 6，对应着四个剩余程序与自身组成的二元组，加上
𝑥 + 𝑦与 𝑦 + 𝑥组成的两个二元组。根据表 6.1，在最少相等对策略下，基于枚举的样例
编程方法只需两个样例便可完成合成。不难验证这已经是最优的样例选择方法之一。

6.2.2 对最少等价对策略的近似

尽管最少等价对策略在样例选择问题中十分有效，但精确地应用这一策略是非常

困难的。在该策略中，计算一个输入的目标值需要需要枚举所有剩余程序并计算它们

的输出。然而程序空间通常极大，导致这一过程的开销在实践中时无法接受的。

为了解决上述问题，本文希望为最少等价对策略提出一个可以被高效计算的近似。

主要思路 程序合成问题中的程序空间通常由上下文无关文法指定。这样的程序空间

具有可组合性：文法中的每个非终结符对应了一个子程序的空间，而产生式将这些空

间组合成更大的子空间，直到构成完整的程序空间。

在具有可组合性的程序空间上，具有可组合性的函数均可被高效计算：我们可以

先在每个子空间上计算出一个子结果，并沿着产生式将子结果不断地合并，最终得到

完整的计算结果。这一计算过程只需要处理每个子程序空间（即每个非终结符）一次，

从而保证了高效性。

然而，最少等价对策略的目标函数并不具有可组合性，其原因在于运算符的复杂

行为。考虑 𝐺𝑒中的产生式 𝑆 → 𝑇 + 𝑇。在没有任何样例的情况下，该产生式对应的目
标值是它对应的所有程序中，输出相同的程序对数；而其子空间上的结果是所有对应

非终结符 (𝑇 , 𝑇 )的程序二元组中，输出完全相同的二元组对数。这一子结果并不足以
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表 6.2 一个针对文法 𝐺𝑒 与输入 ⟨0, 2⟩的统一等价模型。

self
𝑆 → 𝑇 + 𝑇 5/36

𝑆 → 𝑥 0
… …

cross 𝑆 → 𝑇 + 𝑇 𝑆 → 𝑥 …
𝑆 → 𝑇 + 𝑇 N/A 1/9 …

𝑆 → 𝑥 1/9 N/A …
… … … …

得到目标值，因为两对输出不同的子程序在被加号组合后仍可能输出相同。例如当输

入为 ⟨𝑥 = 0, 𝑦 = 1⟩时，子程序对 (𝑥, 𝑦)与 (𝑦, 𝑥)具有不同的输出，因此不会被计入子空
间 (𝑇 , 𝑇 )上的结果；但在用加号组合后，完整程序 𝑥 + 𝑦与 𝑦 + 𝑥的输出相同，需要被
计入 𝑆 → 𝑇 + 𝑇 上的目标值。

为了消除运算符的复杂行为对目标值的影响，本文尝试用简单的随机过程替换运

算符的复杂行为，以得到一个可组合的近似。在上述例子中，本文会将 +近似为一个
随机函数，并假设对于任意两对不同的输入，该函数始终以一个固定的概率产生相同

的输出，将此概率记作 𝑐。在此基础上，本文将目标值近似为在随机运算符下输出相同
的程序对的期望数量。该近似的可组合性由期望的线性性保证。当子空间 (𝑇 , 𝑇 )上的
结果是 𝑤时，产生式 𝑆 → 𝑇 + 𝑇 上的近似目标值可以被计算为 𝑤 + 𝑐(81 − 𝑤)：

• 当子程序的输出对应相等时，完整程序的输出一定相等，对近似值的贡献为 𝑤。
• 当子程序的输出不完全相等时，它们有 𝑐 的概率被随机函数合并到相同的输出。
因为子空间 (𝑇 , 𝑇 )中一共有 92 = 81个二元组，所以期望有 81 − 𝑐 对输出不完
全相等的二元组，对近似值的贡献为 𝑐(81 − 𝑤)。

统一等价模型 为了形式化上述思路，本文引入了统一等价模型的概念。一个统一等

价模型与一个文法绑定，它会将文法中所有操作符的行为替换成随机函数，并预测文

法中的两个程序产生相同输出的概率。表 6.2展示了一个针对文法 𝐺𝑒 与输入 ⟨0, 2⟩的
统一等价模型，该模型由两组参数组成：

• 对于每个产生式 𝑟，self(𝑟)表示任意两组输出不完全相同的子程序在经过 𝑟的组
合后输出相同的概率。

• 对于每一对不同的产生式 (𝑟, 𝑟′)，cross(𝑟, 𝑟′)表示对任意的一个从 𝑟展开的程序
和一个从 𝑟′展开的程序，它们的输出恰好相同的概率。

统一等价模型按照程序结构递归地进行预测。图 6.1展示了对程序 𝑥 + 𝑦与 𝑥 + 𝑥
的预测过程，其中每个矩形代表了一个子任务，𝑝1 =? 𝑝2 表示当前的目标是预测 𝑝1 与

𝑝2输出相等的概率，而蓝色表达式展示了预测过程。给定程序 𝑥 + 𝑦与 𝑥 + 𝑥，模型会
首先对它们的子程序 (𝑥, 𝑦)与 (𝑥, 𝑥)预测输出完全相等的概率，结果为 0。因为操作符
+对应的随机函数将有 self(𝑆 → 𝑇 + 𝑇 ) = 5/36的概率将不同的输入合并到相同的输出，
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图 6.1 表 6.2中的模型估计 𝑥 + 𝑦和 𝑥 + 𝑥是否输出相等的过程。

Algorithm 7: LEARNSY的运行过程。
Input: 上下文无关文法 𝐺，输入空间 𝕀，当前的候选程序 𝑝𝑐，以及现

有样例集合 examples。
Output: 一个新的样例或表示接受 𝑝𝑐 为最终合成结果的信号 ⊥。

1 candidateInps ← GetCandidateInputs(𝕀, 𝑝𝑐);
2 bestObj ← +∞; bestInp ← ⊥;
3 exampleModels ← {Learn(𝐺, inp) | (inp ↦ oup) ∈ examples};
4 foreach inp ∈ candidateInps do
5 model ← Learn(𝐺, inp);
6 obj ← Approximate(𝐺, model, exampleModels);
7 if obj < bestObj then (bestObj, bestInp) ← (obj, inp);
8 end
9 return bestInp;

所以模型给出的最终预测是 0 + 5/36 × (1 − 0) = 5/36。
在此基础上，本文对最少等价对策略的近似值是程序空间中相等程序对的期望数

量，即统一等价模型为程序空间中的所有程序对给出的预测值之和。因为统一等价模

型的预测严格按照程序结构进行，且程序空间本身是可组合的，所以该近似也是可组

合的，能被高效地计算。本文将在第 6.5节中对这一点展开详细讨论。

统一等价模型的学习方法 为了得到高质量的近似，关键在于如何为统一等价模型设

置合适的参数。为了回答这一问题，本文首先刻画了一类在理论上具有良好性质的理

想模型，称为自然统一等价模型；并在此基础上设计了一个基于采样的学习算法，以

高效地产生接近理想情况的模型。本文将在第 6.4节中介绍这一学习算法。

6.2.3 LEARNSY的运行过程

基于统一等价模型，本文提出了样例选择方法 LEARNSY，如算法 7所示。在选择
样例时，LEARNSY会先生成一组候选输入（第 1行），并从中选择近似值最小的输入返
回（第 2-9行）。具体而言，它会在每个输入上学习一个针对性的模型（第 3、5行），计
算每个候选输入的近似目标值（第 6行），并选出具有最小近似值的输入（第 7行）。
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候选输入的生成过程取决于程序合成的场景。在 CEGIS框架下，LEARNSY会用验
证器产生一组反例作为候选输入；而在不存在验证器的情况下，LEARNSY会随机地从输
入空间中采样得到候选输入。因为程序合成问题中的输入空间可能很大，所以 LEARNSY
对候选输入的数量设置了上限，以控制时间成本。

6.3 最少等价对策略

6.3.1 符号说明

与第五章类似，本章使用二元组 𝔻 = (ℙ, 𝕀)表示合成域，其中 ℙ与 𝕀分别表示程序
空间与输入空间，并假设存在一个解释器 J.K将程序解释为一个从输入到输出的函数。
本章假设程序空间 ℙ由一个正则树文法 (RTG)定义。该文法中的每个程序都严格

按照其语法树展开，因此一定不存在歧义。此外，不失一般性地，本文只考虑有限的

程序空间 ℙ，即由无环的 RTG定义的程序空间。在程序合成的场景下，总是可以通过
设置一个合适的大小限制，将无限的程序空间截断为一个有限空间。

定义 21 (正则树文法). 一个正则树文法（RTG）是一个元组 𝐺 = (𝑁, Σ, 𝑠0, 𝑅)，其中：
• 𝑁 是一个有限的非终结符集合。𝑠0是𝑁 中的一个元素，表示起始非终结符。
• Σ是一个字母表，其中每个符号 𝑓 都附有一个参数 𝑘表示参数数量，记作 𝑓 (𝑘)。

• 𝑅是一个有限的产生式集合。𝑅中的每条产生式都具有 𝑠 → 𝑓 (𝑘)(𝑠1, … , 𝑠𝑘)的形
式，其中 𝑠, 𝑠1, … , 𝑠𝑘是𝑁 中的非终结符，而 𝑓 (𝑘)是 Σ中的符号。

如果一个程序可以通过有限数量的产生式从 𝑠0展开得到，则该程序属于 𝐺。

最后，本章将使用术语等价性检查表示形如 J𝑝K𝐼 = J𝑝′K(𝐼)的谓词。它检查程序 𝑝
和 𝑝′在输入 𝐼 上的输出是否相同。

6.3.2 最少等价对策略

最少等价对策略 [48,140] 遵循着一个自然的想法：为了最小化程序合成需要的样例

数量，每个样例都应当排除尽可能多的程序。最少等价对策略假设程序空间上存在一

个概率分布，表示每个程序是目标程序的概率。在这一分布的基础上，最少等价对策

略的目标是最小化一个随机程序在选择输入后仍然被保留的概率。

定义 22 (最少等价对). 给定一个合成域 (ℙ, 𝕀)，一个程序空间 ℙ上的概率分布 𝜑，以及
一组输入输出样例 𝐸，最少等价对策略会通过最小化如下所示的目标函数来选择输入。

obj0[ℙ, 𝜑, 𝐸](𝐼) ≔ Pr
𝑝,𝑝∗∼𝜑 [𝑝 ∈ remain(ℙ, 𝐸 ∪ {𝐼 ↦ J𝑝∗K(𝐼)}) | 𝑝∗ ∈ remain(ℙ, 𝐸)]
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其中 Pr[𝐶1|𝐶2] 表示条件概率，𝑝 表示一个随机的剩余程序，𝑝∗ 表示目标程序，𝐼 ↦J𝑝∗K(𝐼)表示当目标程序为 𝑝∗时输入 𝐼 上的样例，remain(ℙ, 𝐸)表示满足 𝐸中样例的剩
余程序集合。该函数计算在选择输入 𝐼 后，随机剩余程序 𝑝仍然满足新样例的概率。
上述目标函数具有如下的等价形式，它也是“最少等价对”名字的来源，其中 𝜑(𝑝)

表示程序 𝑝在 𝜑中的概率，而 [⋅]是一个将 true映射为 1且将 false映射为 0的函数。

obj1[ℙ, 𝜑, 𝐸](𝐼) ≔
∑

𝑝,𝑝′∈ℙ
𝜑(𝑝)𝜑(𝑝′)[𝑝, 𝑝′ ∈ remain(ℙ, 𝐸)][J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)]

在样例编程求解器给出候选程序 𝑝𝑐 后，上述目标函数可以完全被等价性检查表

示。容易证明，当 𝑝𝑐 满足 𝐸 中的所有样例时，下列函数等价于 obj1，其中 eq(𝑝, 𝑝′, 𝐼)
是 [J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)]的缩写，表示等价性检查的结果。

obj[ℙ, 𝜑, 𝐸, 𝑝𝑐](𝐼) ≔
∑

𝑝,𝑝′∈ℙ
𝜑(𝑝)𝜑(𝑝′)eq(𝑝, 𝑝′, 𝐼)

∏
(𝐼′↦𝑂′)∈𝐸

(eq(𝑝𝑐 , 𝑝, 𝐼′)eq(𝑝, 𝑝′, 𝐼′)) (6.2)

为了高效地评估一个程序的概率，本文进一步假设概率分布 𝜑以概率正则树文法
（PRTG）的形式给出。

定义 23 (概率正则树文法). 一个概率正则树文法（PRTG）是一个 RTG (𝑁, Σ, 𝑠0, 𝑅)与
一个函数 𝛾 ∶ 𝑅 ↦ [0, 1]的二元组，该函数为每条产生式分配一个概率，并保证从同一
非终结符开始的所有产生式的概率和恰好为 1。
对于由产生式 𝑟1, … , 𝑟𝑛展开得到的程序，它在 PRTG中的概率被定义为

∏𝑛
𝑖=1 𝛾(𝑟𝑖)。

例 12. 如下的 PRTG为第 6.2节中的文法 𝐺𝑒指定了一个均匀分布，其中 𝑟[𝑤]表示产生
式 𝑟被选择的概率是 𝑤。

𝑆 ≔ 1 [1/12] | 𝑥 [1/12] | 𝑦 [1/12] | 𝑇 + 𝑇 [3/4] 𝑇 ≔ 1 [1/3] | 𝑥 [1/3] | 𝑦 [1/3]

在上述 PRTG中，程序 𝑥 + 𝑦的概率等于 𝛾(𝑆 → 𝑇 + 𝑇 )𝛾(𝑇 → 𝑥)𝛾(𝑇 → 𝑦) = 1/12。

6.4 统一等价模型

6.4.1 模型定义

统一等价模型的目标是在不运行程序的情况下预测等价性检查的结果。给定程序

𝑝, 𝑝′与输入 𝐼，下面展示了一个用于等价性检查的递归过程。

receq(𝑝, 𝑝′, 𝐼) ≔
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼) 𝑟 ≠ 𝑟′

true 𝑟 = 𝑟′ ∧ (⋀𝑛
𝑖=1 receq(𝑝𝑖, 𝑝′

𝑖 , 𝐼))J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼) Otherwise
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其中 𝑟是 𝑝使用的第一条产生式；𝑛是 𝑟中的参数数量，𝑝1, … , 𝑝𝑛 是 𝑝的子程序；而
𝑟′, 𝑛′, 𝑝′

1, … , 𝑝′
𝑛′ 是与程序 𝑝′相关的对应部分。

函数 receq 在其第二种情况下利用函数的性质避免了程序运行：由于每个操作符

的输入输出行为必定是函数，所以当 𝑝和 𝑝′的所有子程序的输出都对应相同时，它们

的输出也一定相同。然而，该函数的其余两种情况仍然依赖于程序运行。统一等价模

型引入了两组参数（分别命名为 self 和 cross），将这两种情况近似为与程序运行无关

的随机过程。这些参数分别表示 receq在其第一种和第三种情况下返回 true的概率。

定义 24 (统一等价模型). 给定由文法 𝐺定义的程序空间，令 𝑅为 𝐺中的产生式集合。
该程序空间上的统一等价模型M由两个函数 self ∶ 𝑅 ↦ [0, 1]和 cross ∶ 𝑅 × 𝑅 ↦ [0, 1]
指定，它们分别为每条产生式和每对不同的产生式分配了概率。

模型M导出了一个预测函数M(𝑝, 𝑝′)，用于估计程序 𝑝和 𝑝′通过等价性检查的可

能性。该函数的定义如下所示。

M(𝑝, 𝑝′) ≔
{

cross(𝑟, 𝑟′) 𝑟 ≠ 𝑟′

𝑤 + (1 − 𝑤)self(𝑟) where 𝑤 ≔ ∏𝑛
𝑖=1 M(𝑝𝑖, 𝑝′

𝑖 ) 𝑟 = 𝑟′

其中 𝑟是 𝑝使用的第一条产生式；𝑛是 𝑟中的参数数量；𝑝1, … , 𝑝𝑛 是 𝑝的子程序；而
𝑟′, 𝑛′, 𝑝′

1, … , 𝑝′
𝑛′ 是与程序 𝑝′ 相关的对应部分。在上述定义中，红色和绿色部分分别对

应函数 receq中的后两种情况，而 𝑤表示子程序输出相同的概率。

例 13. 回顾图 6.1，统一等价模型在对 𝑥 + 𝑦和 𝑥 + 𝑥预测时，其输出的符号形式如下：

𝑤 + (1 − 𝑤)self(𝑆 → 𝑇 + 𝑇 ) where 𝑤 ≔ cross(𝑇 → 𝑥, 𝑇 → 𝑦)

6.4.2 统一等价模型的学习算法

统一等价模型的学习算法接受一个 PRTG与一个程序输入，并返回一个针对给定
分布与输入的统一等价模型。在设计这一学习算法时，本文首先引入了自然统一等价

模型的概念：它是一类理想的统一等价模型，在预测精度上具有理论保障。接着，本

文设计了一个高效的算法用于快速地生成一个与自然模型接近的模型。

自然统一等价模型 回顾统一等价模型的定义（定义 24），其中的每个参数在等价性
检查时都具有明确的含义。

• self(𝑟)对应两个程序输出相同的条件概率，其中条件为 (1)两个程序都由产生式
𝑟展开，(2)两个程序中子程序的输出不完全相同。

• cross(𝑟, 𝑟′)对应两个程序分别由产生式 𝑟和 𝑟′展开时，它们输出相同的概率。
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在给定分布与具体输入的情况下，这些参数对应的概率是定义明确且可计算的。例

如，参数 cross(𝑟1, 𝑟2)对应的是事件 J𝑝1K(𝐼) = J𝑝2K(𝐼)发生的概率，其中 𝐼 是给定输入，
而 𝑝𝑖 是根据给定分布从 𝑟𝑖 的程序空间中采样的结果。因此，在学习统一等价模型时，

一个自然的想法是将每个参数精确地设置为它对应的概率。本文将这个概率称为参数

的自然赋值，而每个参数被都设置为其自然赋值的模型被称为自然统一等价模型。

定义 25 (自然统一等价模型). 给定一个 PRTG 𝜑和一个输入 𝐼，自然统一等价模型 N𝐼
𝜑

是在 𝜑的程序空间上的一个统一等价模型，其参数如下。

self(𝑟) ≔ Pr
𝑝,𝑝′∼𝜑(𝑟) [J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼) | ∃𝑖, J𝑝𝑖K(𝐼) ≠ J𝑝′

𝑖K(𝐼)] (6.3)

cross(𝑟, 𝑟′) ≔ Pr
𝑝∼𝜑(𝑟),𝑝′∼𝜑(𝑟′)

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)] (6.4)

其中 𝑝𝑖和 𝑝′
𝑖 分别表示 𝑝和 𝑝′的第 𝑖个子程序，𝑝 ∼ 𝜑(𝑟)表示 𝑝是从 𝑟的程序空间中随

机抽取的程序，其中每个程序被选中的概率与其由 𝜑分配的概率成正比。

例 14. 表 6.2对应着均匀分布（例 13中的 PRTG）和输入 ⟨2, 0⟩上的自然统一等价模型。
考虑计算 self(𝑆 → 𝑇 + 𝑇 )的自然赋值。该产生式的程序空间包含 9个程序，它们

的概率都相同。在输入 ⟨2, 0⟩上，这 9个程序中分别有 1, 2, 3, 2, 1个程序输出 0, 1, 2, 3, 4，
且这些程序子程序的输出两两不等，取值分别从 (0, 0)到 (2, 2)。于是，该程序空间中有
72个程序对具有输出不完全相同的子程序，其中 10对的最终输出相同。因此，self(𝑆 →
𝑇 + 𝑇 )的自然赋值是 10/72 = 5/36。

自然统一等价模型能够精确地预测程序之间的整体等价性（引理11）。当等价性
检查中的两个程序是随机的时，自然统一等价模型给出的期望估计始终等于基本事实，

即两个随机程序在相应输入下输出相同的概率。

引理 11. 对于任何输入 𝐼 和 PRTG 𝜑，自然统一等价模型 N𝐼
𝜑总是满足如下等式。

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑

[N𝐼
𝜑(𝑝, 𝑝′)] = Pr

𝑝,𝑝′∼𝜑 [J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)]

证明. 让我们直接证明该引理的一个推广形式，如下所示：

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑠

[N𝐼
𝜑(𝑝, 𝑝′)] = Pr

𝑝,𝑝′∼𝜑𝑠
[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)] (6.5)

其中 𝑠是一个非终结符，𝜑𝑠代表在 𝑠的程序空间上由分布 𝜑导出的子分布，其中每个
程序在 𝜑𝑠中的概率正比于它在 𝜑中的概率。显然，原引理是上述形式在 𝑠取起始非终
结符时的特殊情况。
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因为本章假设文法无环，所以非终结符间存在着一个拓扑排序 𝑠1, … , 𝑠𝑛，它保证

了文法中的每条产生式只会涉及更靠前的非终结符。本文通过对非终结符 𝑠在该拓扑
排序中的下标作归纳的方式证明上述推广形式（公式 6.5）。

具体而言，公式 6.5的等号两侧可以按照如下方式展开，其中 𝑅(𝑠)表示从非终结
符 𝑠出发的产生式集合，𝜑𝑟表示在 𝑟的程序空间上由 𝜑导出的子分布。

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑠

[N𝐼
𝜑(𝑝, 𝑝′)] =

∑
𝑟,𝑟′∈𝑅(𝑠)

𝛾(𝑟)𝛾(𝑟′) 𝔼𝑝∼𝜑𝑟
𝑝′∼𝜑𝑟′

[N𝐼
𝜑(𝑝, 𝑝′)]

Pr
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑠

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)] =
∑

𝑟,𝑟′∈𝑅(𝑠)
𝛾(𝑟)𝛾(𝑟′) Pr𝑝∼𝜑𝑟

𝑝′∼𝜑𝑟′

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)]

我们只需要证明红色部分相等。此时根据 𝑟和 𝑟′是否相等存在着两种情况。

情况 1：𝑟 ≠ 𝑟′ 对于从 (𝑟, 𝑟′)展开的任何一对程序 (𝑝𝑥, 𝑝𝑦)，根据统一等价模型的定义，
下列等式一定成立。将这一等式的左右两侧对 𝑝𝑥 和 𝑝𝑦 的取值在分布 𝜑𝑟 和 𝜑𝑟′ 上计算

期望，便可得到红色部分的相等关系。

N𝐼
𝜑(𝑝𝑥, 𝑝𝑦) = cross [N𝐼

𝜑] (𝑟, 𝑟′) = Pr𝑝∼𝜑𝑟
𝑝′∼𝜑𝑟′

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)]

情况 2：𝑟 = 𝑟′ 令产生式 𝑟的具体形式为 𝑠 → 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑘)，其中 𝑡𝑖 是在拓扑排序中比

𝑠更靠前的非终结符。根据该形式展开红色部分上侧的数学期望，如下所示。

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑟

[N𝐼
𝜑(𝑝, 𝑝′)] = 𝑤 + (1 − 𝑤)self [N𝐼

𝜑] (𝑟) where 𝑤 ≔ 𝔼
𝑝𝑖,𝑝′

𝑖 ∼𝜑𝑡𝑖

⎡⎢⎢⎣

𝑘∏
𝑖=1

N𝐼
𝜑(𝑝𝑖, 𝑝′

𝑖 )
⎤⎥⎥⎦

通过在非终结符 𝑡𝑖上应用归纳假设，可以将变量 𝑤的取值变换如下。

𝔼
𝑝𝑖,𝑝′

𝑖 ∼𝜑𝑡𝑖

⎡⎢⎢⎣

𝑘∏
𝑖=1

N𝐼
𝜑(𝑝𝑖, 𝑝′

𝑖 )
⎤⎥⎥⎦

=
𝑘∏

𝑖=1
𝔼

𝑝𝑖,𝑝′
𝑖 ∼𝜑𝑡𝑖

[N𝐼
𝜑(𝑝𝑖, 𝑝′

𝑖 )]

=
𝑘∏

𝑖=1
Pr

𝑝𝑖,𝑝′
𝑖 ∼𝜑𝑡𝑖

[J𝑝𝑖K(𝐼) = J𝑝′
𝑖K(𝐼)]

= Pr
𝑝𝑖,𝑝′

𝑖 ∼𝜑𝑡𝑖

⎡⎢⎢⎣

𝑘

⋀
𝑖=1

J𝑝𝑖K(𝐼) = J𝑝′
𝑖K(𝐼)

⎤⎥⎥⎦
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Algorithm 8:算法7中的学习过程 Learn。
Input: 包含产生式集合 𝑅的 PRTG 𝜑，输入 𝐼，以及两个常量 𝑛𝑠, 𝑤default。
Output: 针对分布 𝜑和输入 𝐼 的一个统一等价模型。

1 self ← {}; cross ← {};
2 foreach 𝑟 ∈ 𝑅 do
3 (𝑝1, … , 𝑝𝑛𝑠

) ← Sample(𝑟, 𝜑, 𝑛𝑠); (𝑝′
1, … , 𝑝′

𝑛𝑠
) ← Sample(𝑟, 𝜑, 𝑛𝑠);

4 𝑛1 ← 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛𝑠}中满足 IsSubDiff(𝑝𝑖, 𝑝′
𝑖 , 𝐼)的 𝑖的数量;

5 𝑛2 ← 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛𝑠}中满足 IsSubDiff(𝑝𝑖, 𝑝′
𝑖 , 𝐼)且 J𝑝𝑖K(𝐼) = J𝑝𝑖K(𝐼′)的 𝑖的数量;

6 if 𝑛1 > 0 then self(𝑟) ← 𝑛2/𝑛1 else self(𝑟) ← 𝑤default;
7 end
8 foreach 𝑟, 𝑟′ ∈ 𝑅 do
9 (𝑝1, … , 𝑝𝑛𝑠

) ← Sample(𝑟, 𝜑, 𝑛𝑠); (𝑝′
1, … , 𝑝′

𝑛𝑠
) ← Sample(𝑟′, 𝜑, 𝑛𝑠);

10 cross(𝑟, 𝑟′) ← (𝑖 ∈ {1, … , 𝑛𝑠}中满足 J𝑝𝑖K(𝐼) = J𝑝′
𝑖 K(𝐼)的 𝑖的数量)/𝑛𝑠;

11 end
12 return (self, cross);

将绿色部分记作事件 E。我们可以通过如下方式推导得到红色部分的相等关系。

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑟

[N𝐼
𝜑(𝑝, 𝑝′)]

= Pr[E] + (1 − Pr[E])self [N𝐼
𝜑] (𝑟)

= Pr
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑟

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼) ∧ E] + (1 − Pr[E]) Pr
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑟

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)|¬E]

= Pr
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑟

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼) ∧ E] + Pr
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑟

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼) ∧ ¬E]

= Pr
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑟

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)]

综上所述，归纳在两种情况下成立，于是形成了对目标引理的证明。

高效的学习算法 尽管自然统一等价模型具有良好的精度保障，但计算自然赋值的时

间开销在实践中通常难以接受。根据公式 6.3和 6.4，自然赋值总是依赖于所有相关程
序的输出，因此其计算仍然面临由程序空间大小带来的效率问题。

为了解决这一问题，本文通过采样来近似地计算自然赋值，如算法 8所示，其中
𝑛𝑠表示样本数量，𝑤default表示参数的默认值。该算法使用了两个自定义函数。

• Sample(𝑟, 𝜑, 𝑛𝑠)从产生 𝑟的程序空间中按照分布 𝜑采样 𝑛𝑠个独立样本。

• IsSubDiff(𝑝, 𝑝′, 𝐼)检查 𝑝和 𝑝′的子程序在输入 𝐼 下是否输出不同。
对于每个参数，算法 8会生成 𝑛𝑠对随机程序样本，并用它们近似地计算自然赋值。该

算法是高效的，其时间成本与文法大小成多项式关系，不会带来显著的额外开销。

上述学习算法可以为自然统一等价模型提供一个无偏估计。具体而言，该算法的
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学习结果在期望意义下能给出与自然统一等价模型相同的预测结果。

定理 20. 对于任何输入 𝐼，PRTG 𝜑，以及任意程序 𝑝, 𝑝′，下列等式总是成立 1。

𝔼[M(𝑝, 𝑝′)] = N𝐼
𝜑(𝑝, 𝑝′) whereM ≔ Learn(𝜑, 𝐼)

其中随机性来自 Learn中使用的随机样本。

证明. M中的参数可以按如下方式对应到自然统一等价模型 N𝐼
𝜑中的参数，其中 (𝑝, 𝑝𝑖)

表示 Learn中的样本程序，𝜑𝑟表示在产生式 𝑟的程序空间上由 𝜑导出的子分布。

𝔼
𝑝𝑖,𝑝′

𝑖 ∼𝜑𝑟
[self[M](𝑟)]

= 𝔼
𝑝𝑖,𝑝′

𝑖 ∼𝜑𝑟 [
size{𝑖 | J𝑝𝑖K(𝐼) = J𝑝𝑖K(𝐼′) ∧ IsSubDiff(𝑝𝑖, 𝑝′

𝑖 , 𝐼)}
size{𝑖 | IsSubDiff(𝑝𝑖, 𝑝′

𝑖 , 𝐼)} ]

= Pr
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑟

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼) | IsSubDiff(𝑝, 𝑝′, 𝐼)]

= self [N𝐼
𝜑] (𝑟)

𝔼
𝑝𝑖∼𝜑𝑟,𝑝′

𝑖 ∼𝜑𝑟′
[cross[M](𝑟, 𝑟′)] = 𝔼

𝑝𝑖∼𝜑𝑟,𝑝′
𝑖 ∼𝜑𝑟′

[size {𝑖 | J𝑝𝑖K(𝐼) ≠ J𝑝′
𝑖K(𝐼)}/𝑛𝑠]

= Pr
𝑝∼𝜑𝑟,𝑝′∼𝜑𝑟′

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)]

= cross [N𝐼
𝜑] (𝑟, 𝑟′)

根据这些对应关系，目标引理可以通过对 𝑝的程序结构归纳得到。

6.4.3 通过展开操作提升预测精度

尽管统一等价模型可以相对精确地预测程序空间上的整体等价关系，但在为特定

程序对预测等价性时仍可能存在误差。为了减小这种误差，本文定义了一个针对 PRTG
的展开操作符，以提高统一等价模型的精度。该操作符会将特定的产生式展开成一系

列常量，并同时确保每个程序的概率不变。

定义 26 (展开操作). 给定在语法 𝐺上定义的 PRTG 𝜑，展开操作接受 𝐺中的一条产生
式 𝑟∗为参数，并通过如下方式对 𝜑进行变换。

1. 令 𝑠为产生式 𝑟∗所属的非终结符，𝑃 为规则 𝑟∗对应的程序空间。

2. 非终结符集合和起始非终结符保持不变。

3. 对于每个程序 𝑝 ∈ 𝑃，添加一个不需要任何参数的符号 □𝑝，其语义与 𝑝相同。
1 该引理假设默认值 𝑤default 从未被使用，这在样本数量充分大时几乎一定成立。
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4. 移除产生式 𝑟∗，并对于每个程序 𝑝 ∈ 𝑃 添加产生式 𝑠 → □𝑝。

5. 现有产生式的概率保持不变，而新产生式的概率等于相应程序在 𝜑中的概率。

例 15. 考虑由以下语法 𝐺指定的程序空间。

𝑆 ≔ 𝑆1 + 𝑆1 | 𝑆1 − 𝑆1 𝑆1 ≔ 𝑥 | 𝑦

通过对产生式 𝑆 → 𝑆1 − 𝑆1展开，可以得到另一个语法 𝐺′，如下所示。

𝑆 ≔ 𝑆1 + 𝑆1 | □𝑥−𝑥 | □𝑥−𝑦 | □𝑦−𝑥 | □𝑦−𝑦 𝑆1 ≔ 𝑥 | 𝑦

考虑在输入 ⟨𝑥 = 0, 𝑦 = 1⟩上对程序 𝑥 + 𝑦和 𝑥 − 𝑦的等价性检查。这一检查的真实
结果为假。下面展示了这两个文法上的统一等价模型给出的预测结果。

• 设 N1 为对应语法 𝐺 上的均匀分布与输入 ⟨𝑥 = 0, 𝑦 = 1⟩的自然统一等价模型。
在该模型中，cross(𝑆 → 𝑆1 + 𝑆1, 𝑆 → 𝑆1 − 𝑆1) 的取值是 1/4，于是预测结果
N1(𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦)等于 1/4，绝对误差为 1/4。

• 设 N2 为对应语法 𝐺 上的均匀分布与输入 ⟨𝑥 = 0, 𝑦 = 1⟩ 的自然统一等价模
型。在该模型中，cross(𝑆 → 𝑆1 + 𝑆1, 𝑆 → □𝑥−𝑦) 的取值是 0，于是预测结果
M2(𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦)也是 0，这是准确的。

下列定理证明了展开操作对提升统一等效模型精度的积极作用。直观上，展开操

作减少了每个程序使用的平均操作数。由于统一等效模型中的误差仅来自于对操作符

的近似，因此展开操作减少了这种近似的数量，从而降低了误差累积。

定理 21. 给定两个程序 𝑝和 𝑝′，输入 𝐼 和统一等价模型M，定义随机事件 E(𝑝, 𝑝′, 𝐼,M)
表示M(𝑝, 𝑝′)的预测过程与对应的递归判断 receq(𝑝, 𝑝′, 𝐼)完全一致的情况，如下所示：

E(𝑝, 𝑝′, 𝐼,M) ≔

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑥cross ↔ (J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)) 𝑟 ≠ 𝑟′

(𝑥self ↔ (J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼))) ∧ ⋀𝑛
𝑖=1 E(𝑝𝑖, 𝑝′

𝑖 , 𝐼,M) 𝑟 = 𝑟′ ∧ IsSubDiff(𝑝, 𝑝′, 𝐼)
⋀𝑛

𝑖=1 E(𝑝𝑖, 𝑝′
𝑖 , 𝐼,M) 𝑟 = 𝑟′ ∧ ¬IsSubDiff(𝑝, 𝑝′, 𝐼)

其中 𝑟表示 𝑝使用的第一条产生式，𝑛表示 𝑝的子程序数量，𝑝𝑖表示 𝑝的第 𝑖个子程序，
而 𝑟′与 𝑝′

𝑖 是与程序 𝑝′相关的对应部分。此外，𝑥cross与 𝑥self是两个布尔类型的随机变

量，它们为真的概率分别等于 cross[M](𝑟, 𝑟′)和 self[M](𝑟)。
在此基础上，给定 PRTG 𝜑，定义 acc(𝜑, 𝐼)为自然模型 N𝐼

𝜑预测准确度：

acc(𝜑, 𝐼) ≔ 𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑

[same (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)]

其中 same(𝑝, 𝑝′, 𝐼,M)表示事件 E(𝑝, 𝑝′, 𝐼,M)发生的概率。
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那么，对于任何输入 𝐼，任何 PRTG 𝜑和任何产生式 𝑟，令 𝜑𝑟 为在 𝜑中展开产生
式 𝑟的结果，那么 acc(𝜑𝑟, 𝐼)总是不小于 acc(𝜑, 𝐼)。

证明. 函数 same的递归计算过程被事件 E的定义导出，如下所示。

𝑠𝑎𝑚𝑒(𝑝, 𝑝′, 𝐼,M) ≔

⎧⎪
⎨
⎪⎩

|crossM(𝑟, 𝑟′) + [J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)] − 1| 𝑟 ≠ 𝑟′

|𝑤 + (1 − 𝑤)selfM(𝑟) + [J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)] − 1|
∏

𝑖 𝑠𝑎𝑚𝑒(𝑝𝑖, 𝑝′
𝑖 , 𝐼,M) 𝑟 = 𝑟′

其中 𝑤对应了 ¬IsSubDiff(𝑝, 𝑝′, 𝐼)的结果,即 [⋀𝑖J𝑝𝑖K(𝐼) = J𝑝′
𝑖K(𝐼)]。

考虑证明原定理的一个推广形式，如下所示：

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑠

[same(𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)] ≤ 𝔼

𝑝,𝑝′∼𝜑𝑓
𝑠

[same(𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑𝑓 )] (6.6)

其中 𝑓 表示被展开的产生式，𝜑𝑓 是展开结果，𝑠是一个非终结符，𝜑𝑠表示在 𝑠的程序
空间上由 𝜑导出的子分布。显然，原定理是上述形式在 𝑠取起始非终结符时的情况。
因为本章假设文法无环，所以非终结符间存在着一个拓扑排序 𝑠1, … , 𝑠𝑛，它保证

了文法中的每条产生式只会涉及更靠前的非终结符。本文通过对非终结符 𝑠在该拓扑
排序中的下标作归纳的方式证明上述推广形式（公式 6.6）。
令 𝑜是产生式 𝑓 所属的非终结符在拓扑序中的下标，𝑠是当前归纳步骤所考虑的

非终结符，而 𝑡是 𝑠在拓扑序中的下标。

情况 1：𝑡 < 𝑜 此时 𝑠不会受展开的影响，所以公式 6.6的左右两侧一定相等。

情况 2：𝑡 = 𝑜 令 𝑅是从非终结符 𝑠出发的产生式集合，𝑅0是在从 𝑅中排除掉 𝑓 后的
集合。公式 6.6的左侧公式可以被分解为如下三个部分。

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑠

[same(𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)] =

∑
𝑟,𝑟′∈𝑅

𝛾(𝑟)𝛾(𝑟′) 𝔼
𝑝∼𝜑𝑟,𝑝′∼𝜑𝑟′

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)]

=
∑

𝑟,𝑟′∈𝑅0

𝛾(𝑟)𝛾(𝑟′) 𝔼
𝑝∼𝜑𝑟,𝑝′∼𝜑𝑟′

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)]

+ 2
∑
𝑟∈𝑅0

𝛾(𝑟)𝛾(𝑓 ) 𝔼
𝑝∼𝜑𝑓 ,𝑝′∼𝜑𝑟

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)]

+ 𝛾(𝑓)2 𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑓

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)]

在这三个部分中，只有红色与绿色部分会受到展开操作的影响。于是我们只需要证明

这两部分公式一定不大于它们在 𝜑𝑓 中的对应部分，如下所示，其中 𝑅𝑓 表示由展开操

118



第六章 高效的样例选择方法

作引入的产生式集合，𝛾𝑓 表示 𝜑𝑓 中为每个产生式分配概率的函数。

∀𝑟 ∈ 𝑅0, 𝛾(𝑓 ) 𝔼𝑝∼𝜑𝑓
𝑝′∼𝜑𝑟

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)] ≤

∑
𝑓 ′∈𝑅𝑓

𝛾𝑓 (𝑓 ′) 𝔼
𝑝∼𝜑𝑓

𝑓′

𝑝′∼𝜑𝑓
𝑟

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑𝑓 )]

(6.7)

𝛾(𝑓)2 𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑓

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)] ≤

∑
𝑟,𝑟′∈𝑅𝑓

𝛾𝑓 (𝑟)𝛾𝑓 (𝑟′) 𝔼
𝑝∼𝜑𝑓

𝑟
𝑝′∼𝜑𝑓

𝑟′

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑𝑓 )] (6.8)

首先考虑公式 6.7。对于 𝑅0中的任意一条产生式 𝑟，定义辅助函数 𝑔𝑟(𝑝)如下：

𝑔𝑟(𝑝) ≔ Pr
𝑝′∼𝜑𝑟

[J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)]

此时，参数 cross [N𝐼
𝜑] (𝑓 , 𝑟)的取值可以被简化为∑

𝑝∈𝑃𝑓
𝜑(𝑝)𝑔𝑟(𝑝)。在此基础上，公式 6.7

的左侧可以被展开为如下形式，其中 𝑃𝑓 表示产生式 𝑓 在 𝜑中的程序空间。

𝛾(𝑓) 𝔼
𝑝∼𝜑𝑓 ,𝑝′∼𝜑𝑟

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)]

=
∑
𝑝∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝)(𝑔𝑟(𝑝)cross [N𝐼
𝜑] (𝑓 , 𝑟) + (1 − 𝑔𝑟(𝑝)) (1 − cross [N𝐼

𝜑] (𝑓 , 𝑟)) )

= 1 − 2
∑
𝑝∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝)𝑔𝑟(𝑝) + 2
⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑝∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝)𝑔𝑟(𝑝)
⎞
⎟
⎟
⎠

2

(6.9)

接着考虑公式 6.7的右侧。对于任意被 𝑓 展开的程序 𝑝 ∈ 𝑃𝑓，令 𝑟𝑝为它在 𝜑𝑓 中的

对应产生式。因为 𝑟𝑝 的程序空间只包含一个程序，所以不难验证 cross [N
𝐼
𝜑𝑓 ] (𝑟, 𝑟𝑝) =

𝑔𝑟(𝑝)。利用这一结果，公式 6.7的右侧可以被展开为如下形式。∑
𝑓 ′∈𝑅𝑓

𝛾𝑓 (𝑓 ′) 𝔼
𝑝∼𝜑𝑓

𝑓′ ,𝑝′∼𝜑𝑓
𝑟

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑𝑓 )]

=
∑
𝑝∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝) (𝑔𝑟(𝑝)cross [N
𝐼
𝜑𝑓 ] (𝑟𝑝, 𝑟) + (1 − 𝑔𝑟(𝑝)) (1 − cross [N

𝐼
𝜑𝑓 ] (𝑟𝑝, 𝑟)))

=1 − 2
∑
𝑝∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝)𝑔𝑟(𝑝) + 2
∑
𝑝∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝)𝑔𝑟(𝑝)2 (6.10)

根据 Cauchy-Buniakowsky-Schwarz不等式,下列公式始终成立。

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑝∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝)𝑔𝑟(𝑝)
⎞
⎟
⎟
⎠

2

≤
∑
𝑝∈𝑃𝑓

(𝜑(𝑝)𝑔𝑟(𝑝))
2 ≤

∑
𝑝∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝)𝑔2
𝑟 (𝑝)
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这意味着公式 6.9不大于公式 6.10，于是公式 6.7的左侧不大于其右侧，不等式成立。

而对于公式 6.8中的不等式，其右侧可以通过如下方式化简。∑
𝑟,𝑟′∈𝑅𝑓

𝛾𝑓 (𝑟)𝛾𝑓 (𝑟′) 𝔼
𝑝∼𝜑𝑓

𝑟 ,𝑝′∼𝜑𝑓
𝑟′

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑𝑓 )]

=
∑

𝑝,𝑝′∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝)𝜑(𝑝′)same(□𝑝,□𝑝′ , 𝐼,N𝐼
𝜑𝑓 )

=
∑

𝑝,𝑝′∈𝑃𝑓

𝜑(𝑝)𝜑(𝑝′)

= 𝛾2(𝑓 )

因为公式 6.7的左侧一定不大于 𝛾2(𝑓 )，所以其不等式一定成立。

到此，我们证明了归纳过程对于 𝑡 = 𝑜的情况成立。

情况 3：𝑡 > 𝑜 根据随机程序 𝑝和 𝑝′ 是否对应同一产生式，公式 6.6的两侧均可以被
分解为两部分。我们只需要证明该不等式左侧的两部分各自小于右侧的对应部分。

子情况 3.1：𝑝和 𝑝′对应着两个不同的产生式 𝑟和 𝑟′。通过展开函数 same的定义，

此时的子目标可以被化简为如下形式：

𝔼
𝑝∼𝜑𝑟,𝑝′∼𝜑𝑟′ [|cross [N𝐼

𝜑] (𝑟, 𝑟′) + [J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)] − 1|]

≤ 𝔼
𝑝∼𝜑𝑓

𝑟 ,𝑝′∼𝜑𝑓
𝑟′

[|cross [N
𝐼
𝜑𝑓 ] (𝑟, 𝑟′) + [J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)] − 1|]

因为展开操作符并不会改变程序集合以及每个程序的概率，所以参数 cross [N𝐼
𝜑] (𝑟, 𝑟′)

与 cross [N
𝐼
𝜑𝑓 ] (𝑟, 𝑟′)一定相等。因此上述不等式中的等号部分一定成立。

子情况 3.2: 𝑝和 𝑝′对应着同一个产生式 𝑟。同样通过展开函数 same的定义，此时

的子目标可以被化简为如下形式：

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑟 [|𝑤 + (1 − 𝑤)self [N𝐼

𝜑] (𝑟) + [J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)] − 1| ⋅
∏

𝑖
𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝𝑖, 𝑝′

𝑖 , 𝐼,N𝐼
𝜑)]

≤ 𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑓

𝑟 [|𝑤 + (1 − 𝑤)self [N
𝐼
𝜑𝑓 ] (𝑟) + [J𝑝K(𝐼) = J𝑝′K(𝐼)] − 1| ⋅

∏
𝑖

𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝𝑖, 𝑝′
𝑖 , 𝐼,N𝐼

𝜑𝑓 )]

其中 𝑤对应了 ¬IsSubDiff(𝑝, 𝑝′, 𝐼)的结果,即 [⋀𝑖J𝑝𝑖K(𝐼) = J𝑝′
𝑖K(𝐼)]。

与上一个子情况类似，参数 self [N𝐼
𝜑] (𝑟)与 self [N

𝐼
𝜑𝑓 ] (𝑟)一定相同。因此，上述公
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式可以被进一步地化简为如下形式，其中非终结符 𝑡𝑖对应了产生式 𝑟的第 𝑖个参数。∏
𝑖

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑡𝑖

[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼
𝜑)] ≤

∏
𝑖

𝔼
𝑝,𝑝′∼𝜑𝑓

𝑡𝑖
[𝑠𝑎𝑚𝑒 (𝑝, 𝑝′, 𝐼,N𝐼

𝜑𝑓 )]

根据归纳假设，该不等式左侧连乘中的每一项都小于等于右侧的对应项，因此不等关

系一定成立。

综上所述，归纳过程对所有情况均成立，于是形成了对目标定理的证明。

6.5 对最少等价对策略的高效近似

使用统一等价模型，本文为最少等价对策略设计了一个可被高效计算的近似。

6.5.1 近似目标函数

在第 6.3.2 节中，本文介绍了最少等价对策略中的目标函数，并给出了该目标函
数的一个只涉及等价性检查的形式（公式 6.2）。本文的近似目标函数在该形式的基础
上，将每个等价性检查替换为对应的预测结果，例如等价性检查 eq(𝑝, 𝑝′, 𝐼)会被替换
为M𝐼 (𝑝, 𝑝′)，其中M𝐼 表示针对输入 𝐼 学习得到的统一等价模型。

定义 27 (近似目标函数). 给定合成域 (ℙ, 𝕀)，程序空间上的 PRTG 𝜑，输入输出样例集
合 𝐸，以及满足所有样例的候选程序 𝑝𝑐，近似目标函数 appr[ℙ, 𝜑, 𝐸, 𝑝𝑐](𝐼)定义如下。

appr[ℙ, 𝜑, 𝐸, 𝑝𝑐](𝐼) ≔
∑

𝑝,𝑝′∈ℙ
𝜑(𝑝)𝜑(𝑝′)M𝐼 (𝑝, 𝑝′)

∏
(𝐼′↦𝑂′)∈𝐸

(M𝐼′(𝑝𝑐 , 𝑝)M𝐼′(𝑝, 𝑝′))

其中 𝜑(𝑝)表示程序 𝑝在分布 𝜑中的概率，M𝐼 表示针对输入 𝐼 的一个统一等价模型。

例 16. 考虑表 6.1中的第二轮迭代。此时候选程序是 𝑦，唯一存在的样例是 ⟨0, 2⟩ ↦ 2。
于是在给定 PRTG 𝜑时，输入 ⟨1, 0⟩的近似目标值等于如下公式：∑

𝑝,𝑝′∈𝐺𝑒

𝜑(𝑝)𝜑(𝑝′)M⟨1,0⟩(𝑝, 𝑝′)M⟨0,2⟩(𝑦, 𝑝)M⟨0,2⟩(𝑝, 𝑝′)

6.5.2 近似目标函数的可组合性：两个案例分析

本文提出的近似目标函数具有可组合性。按照文法结构，其计算可以被递归地分

解为子程序空间上的子任务，并且这些子任务上的结果可以合并得到完整空间上的结

果。这一过程中不同的子任务数量很少，于是可以被动态规划算法高效地计算。

为了清晰地展示这一过程，本文将分析两个具体案例。在这些案例中，程序空间

由第 6.2节中的文法 𝐺𝑒指定，且 PRTG 𝜑为该文法上的均匀分布，其详细参数见例 13。
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此外，为了方便，在这两个案例分析中，本文假设学习方法总是返回一个默认的统一

等价模型M，其中所有参数的取值均为 1/2。

案例 1：第一次选择 在第一次样例选择时，因为不存在任何已有的样例，所以近似目

标值可以被简化为
∑

𝑝,𝑝′∈𝐺𝑒
𝜑(𝑝)𝜑(𝑝′)M(𝑝, 𝑝′)。为了计算这一表达式，本文根据 𝑝与 𝑝′

使用的第一条产生式分类讨论，并将外层的求和展开为如下形式：

𝜑(1)𝜑(1)M(1, 1) + ⋯ +
∑

𝑝1+𝑝2,𝑝′
1+𝑝′

2∈𝐺𝑒

𝜑(𝑝1 + 𝑝2)𝜑(𝑝′
1 + 𝑝′

2)M(𝑝1 + 𝑝2, 𝑝′
1 + 𝑝′

2)

其中第一项和最后一项分别对应 𝑝和 𝑝′从产生式 𝑆 → 1和 𝑆 → 𝑇 + 𝑇 展开的情况。
本文会计算展开后的每一项，再将结果加总。每一项的计算过程都分三步进行：首

先展开求和，再提取子程序空间上的子任务并递归求解，最后合并子结果。以最后一

项为例，其展开阶段分为四个步骤：

(1) 原先的求和范围是所有形如 𝑝1 + 𝑝2 与 𝑝′
1 + 𝑝′

2 的完整程序，现将其拆分为关于

子程序 𝑝1, 𝑝2, 𝑝′
1, 𝑝′

2在非终结符 𝑇 上的求和。
(2) 根据 PRTG的定义，将每个程序的概率展开到关于子程序概率的表达式，例如

𝜑(𝑝1 + 𝑝2)的展开结果为 𝛾(𝑆 → 𝑇 + 𝑇 )𝜑(𝑝1)𝜑(𝑝2)。
(3) 根据统一等价模型的定义，将等价性预测展开为关于子程序的预测。

这三个步骤后的结果如下所示，其中统一等价模型中的每个参数都被替换为了 1/2。∑
𝑝1,𝑝2,𝑝′

1,𝑝′
2∈𝑇

9
16𝜑(𝑝1)𝜑(𝑝2)𝜑(𝑝′

1)𝜑(𝑝′
2)(

1
2 + 1

2M(𝑝1, 𝑝′
1)M(𝑝2, 𝑝′

2))

(4) 最后，将内层的加法（红色部分）展开为两个独立的求和，并按照如下方式重
新组织。为简单起见，本文在此处忽略了一个等于 9/32的全局系数。

𝑆1 + 𝑆2 where 𝑆1 ≔
∑

𝑝1,𝑝2,𝑝′
1,𝑝′

2∈𝑇
𝜑(𝑝1)𝜑(𝑝2)𝜑(𝑝′

1)𝜑(𝑝′
2)

𝑆2 ≔
⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑝1,𝑝′

1∈𝑇
𝜑(𝑝1)𝜑(𝑝′

1)M(𝑝1, 𝑝′
1)

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑝2,𝑝′

2∈𝑇
𝜑(𝑝2)𝜑(𝑝′

2)M(𝑝2, 𝑝′
2)

⎞
⎟
⎟
⎠

(6.11)

根据 PRTG的定义，𝑆1的结果必然是 1。而 𝑆2由两个与原始任务形式相同的子求

和组成：每个子求和对应着一个非终结符，目标是对一个子程序空间计算近似目标值。

因此，这些子求和是原始任务的子任务，可以被递归地计算。与此同时，因为这两个

子任务对应相同的非终结符，所以我们可以只处理其中的一个任务并将结果复用。
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案例 2：第二次选择 作为对案例 1的补充，考虑一个更一般的情况，其中候选程序为
𝑦，并存在着一个现有样例 ⟨0, 2⟩ ↦ 2。此时，输入 ⟨1, 0⟩上的近似目标值如下所示：∑

𝑝,𝑝′∈𝐺𝑒

𝜑(𝑝)𝜑(𝑝′) ⋅ M⟨1,0⟩(𝑝, 𝑝′) ⋅ M⟨0,2⟩(𝑦, 𝑝) ⋅ M⟨0,2⟩(𝑝, 𝑝′)

与案例 1类似，本文先将外层的求和按照产生式拆分，考虑对应产生式 𝑆 → 𝑇 + 𝑇
的项，并对它展开。在经过展开的前三个步骤后，结果如下所示 1：

∑
𝑝1,𝑝2,𝑝′

1,𝑝′
2∈𝑇

𝜑(𝑝1)𝜑(𝑝2)𝜑(𝑝′
1)𝜑(𝑝′

2)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

(1 + M⟨1,0⟩(𝑝1, 𝑝′
1)M⟨1,0⟩(𝑝2, 𝑝′

2))
×

(1 + M⟨0,2⟩(𝑝1, 𝑝′
1)M⟨0,2⟩(𝑝2, 𝑝′

2))

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

此时，展开的最后一个步骤会将内部乘积（红色部分）通过分配率展开，得到四

个子求和：一个不涉及任何模型，两个分别只涉及M⟨1,0⟩与M⟨0,2⟩，而最后一个同时涉

及两个模型。这四个子求和都具有相同的形式，如下所示。其中M表示涉及的模型列

表，它在四个子求和中的取值分别为 [], [M⟨1,0⟩], [M⟨0,2⟩]和 [M⟨1,0⟩,M⟨0,2⟩]。

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑝1,𝑝′

1∈𝑇
𝜑(𝑝1)𝜑(𝑝′

1)
∏
M∈M

M(𝑝1, 𝑝′
1)

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑝2,𝑝′

2∈𝑇
𝜑(𝑝2)𝜑(𝑝′

2)
∏
M∈M

M(𝑝2, 𝑝′
2)

⎞
⎟
⎟
⎠

(6.12)

通过扩展子任务的定义，我们可以统一上述公式中的两部分以及原始任务的形式。

此时，每个子任务的参数包含一个非终结符 𝑇、一个可选的候选程序 𝑝𝑐 和一系列在具

体程序 𝑝𝑐 和两个程序变量 𝑝, 𝑝′ 之间的等价性预测；其目标是对子程序空间 𝑇 中的所
有程序对 (𝑝, 𝑝′)，计算所有等价性预测的乘积，并按照分布加权求和。在这一定义下，
公式 6.12中的两部分均为原始问题的子问题，可以被递归地求解。

6.5.3 计算近似目标函数的动态规划算法

通过推广上一节中的案例分析，可以得到计算近似目标函数的动态规划算法。

子任务 给定一个 PRTG 𝜑，该算法中的每个子任务由一个非终结符 𝑠、一个具体程序
𝑝𝑐 和两个模型列表M𝑝和M𝑐 指定。其目标是对子程序空间 𝑠中的所有程序对 (𝑝, 𝑝′)求
和，每对的贡献等于以下几项的乘积：(1) 𝑝和 𝑝′ 的概率，(2) M𝑝 中所有模型对 (𝑝, 𝑝′)
的等价性预测，以及 (3)M𝑐 中所有模型对 (𝑝𝑐 , 𝑝)的等价性预测。形式化地，该子任务

1 此处本文忽略了一个等于 9/128的全局系数。
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的目标是计算如下公式。

∑
𝑝,𝑝′∈𝑠

𝜑(𝑝)𝜑(𝑝′)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∏
M∈M𝑝

M(𝑝, 𝑝′)
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

∏
M∈M𝑐

M(𝑝𝑐 , 𝑝)
⎞
⎟
⎟
⎠

特别地，当 𝑝𝑐 从未使用时（即M𝑐 = []时），本文将 𝑝𝑐 记作缺省符号 ⊥。

例 17. 让我们重新考虑前文中讨论过的任务，并将它们对应到上述子问题的定义。为
了方便，本文将使用临时符号 S(𝑠, 𝑝𝑐 ,M𝑝,M𝑐)表示一个子任务。

• 上一节中第一个案例以及公式 6.11中的子求和分别对应如下的子任务。

S(𝑆, ⊥, [M], []) S(𝑇 , ⊥, [M], [])

• 上一节中第二个案例以及公式 6.12中的子求和分别对应如下的子任务。

S(𝑆, 𝑦, [M⟨1,0⟩,M⟨0,2⟩], [M⟨0,2⟩]) S(𝑇 , ⊥,M, [])

• 给定样例集合 𝐸 与候选程序 𝑝𝑐，输入 𝐼 的近似目标值对应如下所示的子任务，
其中 𝑠0表示起始非终结符，M𝐼 表示输入 𝐼 上的统一等价模型。

S(𝑠0, 𝑝𝑐 , [M𝐼 ] ++M𝐸 ,M𝐸) whereM𝐸 ≔ [M𝐼′ | (𝐼′ ↦ 𝑂′) ∈ 𝐸]

计算过程 动态规划算法的计算过程与上一节中的案例分析几乎一致，所以本文在这

里只作一个总结。对于每个子任务，本文会按照如下步骤进行计算，并记忆化所有已

知的子任务结果。

1. 如果当前子任务的结果已知，则直接返回。
2. 根据 𝑝和 𝑝′使用的第一条展开式将求和拆分成若干项。

3. 对于每一项，将完整程序上的求和展开到子程序上的求和，根据 PRTG的定义
展开程序概率，并通过乘法分配律展开内部乘法。

4. 将所有子求和对应到子任务，并递归地求解。
5. 将子结果合并到完整的结果，将其存储到记忆表中，然后返回。

时间复杂度 动态规划的时间复杂度取决于子任务的数量与处理子任务的时间成本。

•（子任务数量）上述算法保证在每个子任务中，具体程序一定是初始的具体程序
的子程序，并且两个模型列表都是原始列表的子列表。

•（处理子任务的时间成本）在处理子任务时，对求和的展开操作以及对子任务的
合并操作都可以通过高维前缀和算法 [141]高效地实现。
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结合这两个因素，上述动态规划算法的时间复杂度是 𝑂(𝑚𝑛2
𝑟 𝑠𝑝2𝑚)，其中 𝑚表示原始模

型列表的总大小，𝑛𝑟 表示产生式的数量，𝑠𝑝 表示初始的具体程序的大小。因此，该算

法的时间成本关于产生式数量是多项式的，它通常远小于程序空间的大小。

值得注意的是，在某些极端情况下，现有样例的数量可能非常大，这将导致上述

算法需要同时处理大量的模型，从而产生指数级的计算开销。为了确保在这些情况下

的计算效率，本文为样例数量设置了一个上限 lim𝑒，并在计算近似目标值时只考虑最

新的 lim𝑒 个样例。这样的截断通常不会对近似结果产生太大影响，因为被忽略的样例

在先前的样例选择问题中已经被重复考虑了许多次。

6.6 实验评估

为了检验 LEARNSY的有效性，本文设计了实验来回答以下问题：
• RQ1: LEARNSY是否能提升样例编程求解器的合成效率？
• RQ2: 相比于现有的样例选择方法，LEARNSY选择的样例质量如何？

6.6.1 代码实现

本文基于 SyGuS框架 [28]将 LEARNSY实现为了一个通用的样例选择方法。它接受
一个 SyGuS 格式的程序合成问题、一系列输入输出样例、以及一个候选程序为输入，
并根据近似后的的最小等价对策略返回一个新的样例。

候选输入 在选择样例前，LEARNSY会先生成一组候选输入（算法 7）。因为 SyGuS框
架中的程序规约总是以 SMT公式的形式给出，所以本文使用 SMT求解器产生的反例
作为候选输入。具体而言，给定候选程序 𝑝𝑐 与程序规约 𝜑(𝑝, 𝐼)，在已有的候选输入集
合 𝐼 的基础上，LEARNSY会通过求解如下的 SMT问题产生下一个候选输入：

∃𝐼 ∈ 𝕀. ¬𝜑(𝑝𝑐 , 𝐼) ∧ 𝐼 ∉ 𝐼

本文使用 Z3 [138]作为默认的 SMT求解器，并将候选输入数量的上界设为了 5。

程序空间上的概率分布 本文的近似依赖于程序空间上的一个由 PRTG定义的概率分
布 𝜑。为了得到这一分布，本文采用了与现有研究相同的 PRTG学习方法 [40,41]。给定

一个 RTG与一系列样本程序，该方法会统计每个非终结符与每条产生式的使用数量，
并将产生式的概率设置为它与其非终结符的使用次数比值。

在实验评估中，本文通过二折叠交叉验证收集样本程序。每次实验中，本文会将数

据集随机分为两半，以其中一半任务的目标程序作为样本学习 PRTG，并使用该 PRTG
求解另一半数据集中的任务。

125



北京大学博士学位论文

展开操作 在学习模型前，LEARNSY会先迭代地应用展开操作以提高统一等价模型的
准确度。它会不断地应用展开操作，每次贪心地选取包含程序数量最少的产生式，直

到新引入的产生式总数超过一个预先设定的阈值 lim𝑓。该阈值的取值决定了 LEARNSY
如何在精度和效率之间权衡。lim𝑓 越大，展开的产生式数量越多，统一等价模型的精

度也就越高；但同时，展开后文法的规模也会越大，样例选择的时间开销也会越高。因

为本章的目标是加速程序合成，所以本文将 lim𝑓 的默认值设为 100，一个较小的取值。

其他参数 在实现中，本文将学习模型时的样本程序数量（即算法 8中的参数 𝑛𝑠）设

置为 10，并将计算近似目标值时的样例上限（即第 6.5.3节中的参数 lim𝑒）设置为 3。

6.6.2 RQ1: LEARNSY对样例编程的加速能力

在本实验中，本文考虑了包括 POLYGEN 在内的三种样例编程求解器，并评估了
LEARNSY对这些求解器的加速能力。

样例编程求解器 为了综合评估 LEARNSY的加速能力，本文考虑了三个基于不同技术
路线的样例编程求解器，分别是基于枚举与合一化的求解器 EUSOLVER [38]，基于变形

代数空间的求解器MAXFLASH [33]，与本文在第五章中提出的奥卡姆求解器 POLYGEN。

基准方法 首先，本文考虑了 CEGIS框架中的默认选择方法，记作 DEFAULT。该方法
对所选输入没有偏好，总是会使用 SMT求解器返回的第一个反例。
此外，一些现有的样例编程研究 [30,142] 针对特定领域提出了一些启发式的样例选

择方法，本文同样将它们作为基准方法：

• 特殊输入法 [142]（记为 SIGINP）是一个针对字符串处理的样例选择方法。它先
根据字符串结构将所有可选的输入分类，再在每次样例选择时优先选择与现有

样例类别不同的输入。

• 低位优先法 [30]（记作 BIASED）是一个针对布尔向量的样例选择方法。它基于以
下结论：对于大部分布尔向量上的函数，输入中的低位相比于高位对输出的影

响更大 [143]。于是，该方法会优先选择与现有样例具有不同低位的输入。

数据集 本文考虑了 SyGuS-Comp中的三个不同领域上的数据集 CS、CI 和 CB。它们

的具体信息如表 6.3所示。

其他配置 对于每次运行，本文将时间限制设为了 120秒，并将内存限制设置为了 8GB。
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表 6.3 本文在 RQ1中考虑的 SyGuS数据集。

名称 大小 合成域 运算符数量 适用的样例编程求解器 适用的样例选择方法
C𝑆 205 字符串 16 EUSOLVER、MAXFLASH DEFAULT、SIGINP
C𝐼 100 整数 10 EUSOLVER、POLYGEN DEFAULT
C𝐵 450 位向量 10 EUSOLVER DEFAULT、BIASED

表 6.4 LEARNSY在加速样例编程方面的表现。

求解器 选择方法 求解数量
使用样例数 时间开销

平均值 比较值 平均值 比较值

CS

EUSOLVER
LEARNSY 146 2.69 14.4
DEFAULT 145 2.82 0.13 4.56% 15.2 0.83 5.46%
SIGINP 146 2.61 −0.08 −3.24% 14.9 0.47 3.15%

MAXFLASH
LEARNSY 159 1.42 0.96
DEFAULT 154 1.51 0.09 6.29% 1.41 0.45 31.9%
SIGINP 155 1.47 0.06 4.04% 1.57 0.61 38.8%

CI

EUSOLVER LEARNSY 43 15.1 9.26
DEFAULT 42 21.0 5.92 28.2% 12.3 3.06 24.9%

POLYGEN LEARNSY 82 34.4 7.27
DEFAULT 78 47.8 13.4 28.0% 12.7 5.48 43.0%

C𝐵 EUSOLVER
LEARNSY 427 10.2 24.2
DEFAULT 424 11.2 0.91 8.16% 27.5 3.32 12.1%
BIASED 424 10.9 0.69 6.34% 25.0 0.75 2.99%

实验结果 表 6.4展示了本实验的结果。对于每个数据集、每个样例编程求解器和每个
询问选择方法，“求解数量”报告了成功求解的任务数量；“使用样例数”报告了平均使

用的样例数量，以及基准方法相比于 LEARNSY多使用的样例数量与比例；“时间开销”
报告了平均花费的合成时间，以及基准方法相比于 LEARNSY多花费的时间与比例。

根据这些结果，本文做出了如下观察。首先，与 CEGIS的默认选择方法 DEFAULT
相比，LEARNSY总是可以进一步减少样例使用，并使样例编程方法变得更高效。特别
地，LEARNSY可以将 POLYGEN的合成效率提升 43%。

其次，与启发式方法 BIASED和 SIGINP相比，LEARNSY在减少样例使用方面的能
力相当，并且总是能够带来更多加速。这一结果进一步验证了 LEARNSY的有效性，因
为 LEARNSY远比这些方法更通用。此外，在与 EUSOLVER结合时，尽管 LEARNSY使用
的样例数量略多于 SIGINP，它带来的加速却显著更多。这是因为 SIGINP在样例选择时
需要求解一个独立的合成任务，因此具有较大的时间开销；相比之下，LEARNSY在每
一轮的平均时间开销仅为 0.03秒，可以忽略不计。
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表 6.5 LEARNSY在交互式程序合成中的表现。

选择方法 求解数量
使用样例数

平均值 比较值
LEARNSY

145
3.245

RANDOMSY 3.756 0.510 13.58%
SAMPLESY 3.251 0.005 0.176%

6.6.3 RQ2: LEARNSY在提升样例质量方面的有效性

在本实验中，本文将 LEARNSY集成进了现有的交互式程序合成框架[45]，并将它和

交互式程序合成中的样例选择方法进行了比较。

基准方法 本文考虑了现有样例选择方法。

• RANDOMSY [144] 对所选输入没有明确偏好。它不断地产生随机输入，直到当前

输入能至少区分两个剩余程序为止。

• SAMPLESY [45] 目前在减少样例使用方面最先进的样例选择方法。它通过对剩余

程序采样来近似最少等价对策略。

数据集 本文直接使用了现有交互式程序合成工作中的数据集 [45]。该数据集涉及两个

合成域，分别包含了 150个字符串处理领域的任务与 16个程序修复领域的任务。

实验配置 对于每次运行，本文将总时间限制设为了 60分钟，将内存限制设为了 8GB，
并根据 SAMPLESY的默认设置，为交互式程序合成的每一轮都设置了 2分钟的时间上
限——这对应了用户回答每个询问时的时间开销。此外，因为在交互式场景下样例选

择的效率并不重要，于是本文将 LEARNSY中展开操作的阈值 lim𝑓 增加到了 3000，从
而让其在时间允许的范围内提供尽可能高质量的样例。

实验结果 表 6.4 展示了本实验的结果，其中“求解数量”报告了成功求解的任务数
量；而“使用样例数”报告了平均使用的样例数量，以及基准方法相比于 LEARNSY多
使用的样例数量与比例。

实验结果表明，LEARNSY在减少样例使用方面的性能优于 RANDOMSY，并与 SAM-
PLESY的表现相当。值得注意的是，LEARNSY的时间开销远小于 SAMPLESY。在每次样
例选择时，LEARNSY的平均耗时仅为 0.91秒，而 SAMPLESY则需要两分钟：后者的时
间成本达到了前者的百余倍。这表明 LEARNSY在大幅提升样例选择效率的同时，仍然
可以提供与最先进的方法相近的样例质量。
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6.7 小结

本章的目标是通过选择高质量的样例来减少程序合成时的样例使用数量，从而进

一步提高程序合成的效率。这一目标与交互式程序合成中的样例选择问题十分接近，因

此本文在已有工作的基础上展开了研究。现有工作已经将这一问题近似为一个关于输

入的优化问题，其中一个理想的输入应当使剩余程序的输出尽可能不同，并在此优化

问题的基础上构建了有效的样例选择方法。

然而，相比于交互式程序合成，本文中加速程序合成的目标为询问选择带来了更

高的效率要求，使得现有方法不再适用。为了提升效率，本文提出了基于统一等价模

型的近似方法。该方法通过用简单的随机过程模拟操作符的具体行为，避免了程序等

价性判断中的复杂语义，从而得到了一个可以高效计算的近似目标函数。在此基础上，

本文为统一等价模型提出了一种高效的基于采样的学习方法，证明了其理论性质；同

时，为了进一步提升统一等价模型的预测精度，本文提出了程序空间上的展开操作，用

于将程序空间转换为更容易被统一等价模型预测的形式。

本文的实验评估表明，LEARNSY可以成功地在三个不同的合成域上加速三种基于
不同技术路线的程序合成方法。此外，本文还在交互式程序合成的场景下，将 LEARNSY
与现有的询问选择方法进行了比较。结果同样证明了 LEARNSY的有效性：它能够在显
著更小的时间开销下提供相近的样例质量。
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第七章 系统实现与整体评估

本文将前文中的所有技术集成并实现为面向算法问题的程序合成系统 SUFU，并对
该系统进行了实验评估。具体而言，本文设计了实验来回答以下研究问题：

• RQ1：SUFU是否可以有效地求解算法问题？
• RQ2：相比于现有的程序合成方法，SUFU对算法问题的求解能力如何？

7.1 系统实现

SUFU集成了前文中的各项技术，包括 SUFU语言（第三章）、分解系统AUTOLIFTER
（第四章）、样例编程求解器 POLYGEN（第五章）与询问选择方法 LEARNSY（第六章）。
图 7.1展示了 SUFU对算法问题的求解过程。它接受被 SUFU描述的算法问题，并会通
过如下步骤求解。

1. 使用 SUFU语言中的自动规约方法将原问题规约到提升问题。
2. 使用 AUTOLIFTER将提升问题分解为子问题，并合成一个合适的表征函数 repr。

3. 将 POLYGEN与 LEARNSY按照 CEGIS框架组合成程序合成器，并用它依次求解
所有与合并算子相关的子问题。

4. 将合成结果填入最初的 SUFU程序，从而得到对算法问题的合成结果。
本文已经将 SUFU 的代码实现在 GitHub 上开源 1，并维护了一个可用的线上演

示 2。本节的剩余部分将介绍实现过程中的参数细节。

程序空间 SUFU需要两个程序空间来分别定义表征函数与合并算子的搜索范围。在本
文的实现中，这两个程序空间各由一些操作符指定：它们包含了由这些操作符构成的

所有类型正确的程序。

• 表征函数的操作符包括参考程序中定义的所有函数，DEEPCODER引入的列表函
数（表 4.2），以及所有相关数据结构的折叠态射，即第 2.1节中定义的 (|𝑓 |)。这
些折叠态射使得 SUFU能够按需合成新的递归函数。

• 合并算子的操作符包括 SyGyS-Comp中定义的整数运算操作符（见表 4.3）。此
外，为了支持元组与数据结构的操作，本文还引入了元组的构造函数、投影操

作以及数据结构上的模式匹配运算符。其中，模式匹配运算符使 SUFU能够按
需从数据结构中提取所需的信息。例如，下图展示了列表上的模式匹配运算符，

1 https://github.com/jiry17/sufu
2 http://8.140.207.65/
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图 7.1 SUFU对算法问题的求解流程。

它允许 SUFU灵活地处理列表内容：

match ? with Nil -> ? | Cons(h,t) -> ?

随机输入生成器 在将算法问题归约到提升问题时，SUFU 需要生成一系列随机输入
（第 3.4节）。为了控制参考程序在随机输入上的运行时间，本文只考虑大小不超过 10
且整数范围在 [−5, 5]内的输入，并从中均匀地采样至多 103个用于归约。

此外，因为随机输入并不足以覆盖完整的输入空间，所以 SUFU在其最外层引入
了 CEGIS框架用于保证合成结果的正确性。具体地，在得到合成结果后，SUFU会验
证当前结果与参考程序的等价性。如果这两个程序不等价，则 SUFU会找到一个能够
区分它们的输入，将该输入加入到用于归约的输入集合，并重新合成。与现有工作类

似 [19,43,145]，本文在实现中使用有界验证检查合成结果的正确性。

其他配置 实现中的其他参数均与前几章实现中的默认参数一致。

7.2 实验设置

数据集 本文使用第 3.5节中构建的数据集评估 SUFU的有效性。该数据集包含 290个
算法问题，收集自三个不同的来源：融合问题 [49,65,118–120]、递归合成问题 [22] 以及其

他算法模式上的合成问题 [10,12,13,23,111,121,122]。该数据集具有显著的多样性。它涉及 8
种不同的算法模式，使用了包括列表、二叉树、抽象语法树在内的 37种数据结构，并
涵盖了以下类型的算法问题：

• 教科书中的经典算法习题，例如快速检查一个括号序列是否匹配。
• 传统问题上的经典算法设计，例如最大子段和问题中的 Kadane算法 [146]，以及

内存分配中最坏适应法的高效实现 [147]。

• 算法竞赛中的高难度真题，例如 2021 年 Petrozavodsk 冬令营中的一道竞赛题。
该训练营的参赛队伍代表了世界算法竞赛的最高水平，但在 243支队伍中，仅

132



第七章 系统实现与整体评估

表 7.1 本章数据集上的统计信息。

来源 任务数
需要辅助值的 程序大小 Packed数量
任务数量 均值 最大值 均值 最大值

融合 16 5 31% 126.5 305 1.3 2
递归 178 49 28% 157.5 484 1.1 3
其他 96 86 90% 251.2 843 1.0 1
合计 290 140 48% 186.8 843 1.1 3

有 26支在 5小时的竞赛中成功解出了这道题目。
在第 3.5.2节中，本文用 SUFU语言描述了该数据集中的全部问题。于是在实验评

估中，本文将用这些描述程序作为 SUFU的输入，并在此基础上评估 SUFU的性能。
表 7.1列举了该数据集上的统计信息，其中“任务数”展示了每个来源的算法问题

数量；“需要辅助值的任务数量”展示了需要创造辅助值的任务数量与比例——例如在

将列表分治用于计算次小值时就需要引入列表最小值作为辅助值——该指标可以侧面

反映算法问题的难度；“程序大小”列展示了参考程序中的 AST节点数量，而“Packed

标注数量”展示了输入程序中的 Packed关键字数量，它侧面展示了描述程序对中间数

据结构操作的复杂程度。

基准方法 本文首先考虑了三个目前最先进的、针对不同算法模式的程序合成方法。

• SYNDUCE [22] 是一个针对结构递归的程序合成方法。它的合成过程依赖于一个

名为部分程序展开的演绎推理技术。由于这一技术的局限性，SYNDUCE限制了
参考程序的形式，要求它只能恰好是两个结构递归的复合。

• PARSYNT [10,25]是一个针对分治的程序合成方法。它先使用一个特化的演绎推理

系统从参考程序中抽取必要的辅助值，然后再使用归纳程序合成生成合并算子。

受限于推理系统表达能力，PARSYNT要求参考程序符合流算法的形式。
• DPASYN [13]是一个针对流算法的程序合成方法。它将流算法上的算法问题规约

到了一个草图问题 [43]并为其设计了一个特化的草图求解方法。

SUFU的通用性显著优于这些基准方法。它可以被直接用于求解上述所有算法模式上的
问题，而三个基准方法却无法泛化到其他算法模式上，因为它们均高度依赖于各自算

法模式的特定性质。

其次，本文还考虑了一个草图求解方法 [148]。具体而言，算法问题可以被直接视

为一个草图问题 [43]，其目标是填补算法模板中的空缺，并保证结果程序与参考程序语

义等价。于是，本文基于目前最先进的草图问题求解器 GRISETTE [148]实现了一个面向

算法问题的程序合成方法，记作 SKETCH，并将它作为基准方法。
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表 7.2 SUFU在完整数据集上的表现。

来源 求解数量 时间开销
合成结果大小
repr comb

融合 14/16 88% 6.9 9.1 25.0
递归 170/178 96% 14.3 7.5 25.4
其他 80/96 83% 49.0 11.6 92.4
合计 264/290 91% 24.4 8.8 52.1

值得注意的是，本文在实验中没有考虑传统的演绎推理系统。据我们所知，所有

现有的自动推理系统（包括最新的工作[105]）均无法创造原程序中不存在的辅助值，但

这些辅助值对求解复杂算法问题是至关重要的。如表 4.1所示，本文的数据集中有 48%
的任务需要创造额外的辅助值，这意味着现有的演绎推理系统最多只能求解 52%的任
务，能力十分有限。

其他配置 本文为每次求解设置了 10分钟的时间限制与 8GB的空间限制。

7.3 RQ1: SUFU在求解算法问题时的有效性
表 7.2展示了 SUFU在本章数据集上的表现，包括它成功求解的任务数量，平均使

用的合成时间（秒），以及合成结果中表征函数与合并算子的平均大小。总体上，SUFU
成功解决了数据集中 290个任务中的 264个（91%），平均耗时约 24秒。经过统计，这
264个任务中的 115个都需要引入额外的辅助值，这证明了 SUFU在求解复杂算法问题
时的有效性，也展示了 SUFU相比于传统演绎推理系统的优势。

合成结果的质量 由于本文实现中的验证器（有界验证）不能保证完全正确性，所以

本文手动检查了 SUFU的所有合成结果，并确认了它们与参考程序完全等价。
此外，本文还分析了所有合成结果的运行效率。

• 对于递归与其他算法模式上的任务，因为合并算子的程序空间中只包含常数时
间的表达式，所以 SUFU结果的时间复杂度具有理论保障，一定高效。

• 对于融合任务，本文手动检查了 SUFU生成的 14个程序，并将它们与原始论文
中的融合结果比较。结果表明，SUFU在其中 13个任务上生成了与原始论文完
全一致的程序，并为最后一个任务合成了效率更高的结果：它将列表 [𝑙, … , 𝑟]上
的求和计算融合为了常数时间的表达式 (𝑙 + 𝑟)(𝑟 − 𝑙 + 1)/2，消除了所有递归。

结果展示 表 7.3展示了 SUFU合成结果中的两个片段，其中用红色标注的部分是由
SUFU生成的程序片段。第一个例子展示了 SUFU的合成能力，它为该任务生成了一个
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表 7.3 SUFU的合成结果展示。

任务描述 程序片段

将分治用于计算一个整数列表（可能包
含负数）的最大后缀乘积。

给定两种布尔表达式语言 L1 和 L2，从
L2 的解释器合成 L1 的解释器。

表 7.4 SUFU与现有程序合成方法的比较结果。

子数据集 合成方法 求解数量 时间开销 子数据集 合成方法 求解数量 时间开销

递归
SUFU 170/178 11.4

分治
SUFU 29/36 28.7

SYNDUCE 125/178 1.7 PARSYNT 24/36 15.6

流算法
SUFU 33/39 9.2

全部
SUFU 264/290 11.1

DPASYN 15/39 10.3 SKETCH 85/290 28.9

复杂的合并算子，而类似规模的合并算子在本文的数据集中普遍存在。第二个例子展

示了 SUFU对不同数据结构的支持能力，能够处理包括程序语法树在内的复杂结构。

7.4 RQ2: SUFU与现有程序合成方法间的比较
表 7.4展示了 SUFU与现有程序合成方法的比较结果，其中子数据集“分治”与“流

算法”分别包含了“其他”来源中关于分治和流算法的算法问题，而“时间开销”汇报

了 SUFU与基准方法的平均时间开销 1。

与 SYNDUCE相比，SUFU需要花费更多的时间，但能解出更多的任务。经过分析，
本文发现 SUFU在需要创造辅助值的任务上具有明显的优势。尽管 SYNDUCE支持发现
新的辅助值，但受限于其推理系统的表达能力，它能够发现的辅助值范围有限；相比

之下，SUFU能从程序空间中搜索合适的表征函数，具备找到复杂辅助值的能力。
类似地，在与 PARSYNT的比较中，SUFU的时间开销更大，但能解出更多任务。这是

由于 PARSYNT对参考程序的形式要求为它提供了大量的额外信息。具体而言，PARSYNT
要求参考程序符合流算法的形式，而许多流算法的实现也需要依赖额外辅助值的支持，

例如计算列表次小值的流算法仍然需要列表最小值的帮助。PARSYNT可以直接从输入
中获取这些辅助值，其比例约占所有辅助值的 40%。相比之下，SUFU对输入的限制更
少，获取的信息也更少，但仍然能够解决更多的问题，并实现相近的合成效率。

1 在计算平均开销时，本文只考虑那些同时被 SUFU与基准方法解出的任务。
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最后，SUFU在与DPASYN和 SKETCH的比较中展现出显著优势。SUFU能解决更多
的问题，并且在共同解出的任务上，其合成效率与 DPASYN相当，显著优于 SKETCH。
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第八章 结论与展望

8.1 本文工作小结

软件运行时的高效性作为软件开发的核心追求之一，一直以来受到广泛关注。为

了指导高效软件的设计，过去的研究提出了诸多高效的算法模式（如分治算法、流算

法、动态规划等）。然而，这些模式并不能被轻易地应用于实际开发中。一方面，由于大

多数开发人员缺乏足够的算法能力，算法优化只能由少数专家在部分模块中进行；另

一方面，算法层面的优化往往会大幅增加代码复杂度，带来代码缺陷的风险。

为了解决这些问题，本文的目标是提出一个程序合成系统，用于自动合成符合算

法模式的程序。这样的自动化系统可以有效降低应用算法模式的难度，并提升应用结

果的可靠性。然而，这样的合成系统面临着通用性和合成效率上的挑战。一方面，不

同的算法模式在形式上存在巨大差异，因此一个有效的合成系统需要具备处理这些不

同形式的通用能力；另一方面，高效算法通常规模庞大、结构复杂，这对程序合成的

效率提出了极高的要求。

面对这些挑战，本文通过四个主要创新兼顾了通用性与合成的高效性。首先，为

了解决通用性挑战，本文提出了 SUFU语言，用于将不同的算法问题规约为形式固定
的提升问题，从而消除了算法模式之间的形式差异。

接着，本文分三步实现了对提升问题的高效求解：

• 提出了分解系统 AUTOLIFTER，用于将提升问题分解为规模更小的子问题。
• 提出了高效且具有泛化能力保障的程序合成方法 POLYGEN，用于求解子问题。
• 提出了高效的样例选择方法 LEARNSY，用于为 POLYGEN提供更高质量的样例，
从而进一步提升合成效率。

本文将上述创新集成为了一个程序合成系统 SUFU并对其进行了实验评估。本文
从现有工作中收集了 290个算法问题，涵盖了 8种不同的算法模式与 37种不同的数据
结构，并在该数据集上将 SUFU与现有的四种程序合成方法进行了比较。实验结果表
明，SUFU在时间限制内可以解决 264个任务，平均开销仅为 24.4秒，并且可以在更通
用且输入更少的情况下，提供接近甚至优于现有方法的求解效率。

作为总结，本文面向算法问题提出了程序合成系统 SUFU。它通过语言设计、问题
分解方法和程序合成方法上的创新，成功地解决了算法问题自动求解中的效率挑战与

通用性挑战，显著地扩展了程序合成在求解算法问题时的能力边界。
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8.2 未来工作展望

首先，算法作为计算机科学的重要组成部分，广泛存在于各种场景和问题中。因

此，SUFU作为一种自动求解算法问题的方法，具有被应用于下游任务的巨大潜力。例
如，表 7.3展示了将 SUFU用于合成表达式语言解释器的案例，这是程序语义合成问题
的一个特例 [149]。同时，已有研究表明，在程序等价性证明过程中，许多必要的辅助引

理可以通过合成递归程序找到 [150]，这也属于 SUFU的适用范围。探究 SUFU在这些问
题上的能力，以及为 SUFU寻找更多的应用场景，都是非常有趣的研究方向。
此外，SUFU的表达能力也存在提升的空间。具体而言，本文在求解提升问题时仅

考虑输出为常量的表征函数和常数时间的合并算子。尽管在这一限制下，SUFU 已经
能够解决许多复杂算法问题，但仍然存在一些情况需要更一般的表征函数与合并算子。

例如，在使用列表分治计算逆序对数量时，目标的表征函数需要返回完整的排序后的

列表作为辅助值；而对应的合并算子需要归并排序后的左右列表，其时间复杂度超过

常量，达到了线性的量级。若要将 SUFU扩展到这些情况，则仍有一些技术问题有待解
决。例如如何扩展分解系统 AUTOLIFTER以支持不满足压缩性质的问题，如何将合并算
子的合成方法从分支程序扩展到递归程序。这些都需要未来的研究。

更加值得期待的是 SUFU与大模型相关技术的结合。尽管目前的大语言模型已经
能够求解许多复杂的算法问题，但正如第 2.4节中讨论的那样，大模型从原理上很难保
证推理过程的完备性与推理结果的正确性。因此，即便在一些十分简单的编程任务上，

大语言模型也可能表现出古怪的行为并给出错误的程序。而作为基于搜索的程序合成

方法，SUFU虽然可以更容易地提供性质保障，但在复杂问题上也会面临合成效率不足
的问题。因此，一个可能的改进方案是将大语言模型用于提示 SUFU的搜索过程，并由
SUFU提供足够的性质保障，从而达到取长补短的效果。
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