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摘要

随着大语言模型被引入形式化证明，自动定理证明系统逐渐发展为结合检索、符号工具、

证明助手反馈和反思验证的多模块工作流。在这类系统中，证明效果不仅取决于后端模型

能力，也取决于工具上下文的接入方式。由于不同模型对定义、引理和证明示例的利用方式不

同，模型升级后重新穷举评测全部工具配置会带来较高调参成本。

本文研究面向LLM自动定理证明的工具接入配置优化问题，提出使用少量探针定理进行

低成本筛选。该方法通过小规模预评测构造候选定理的行为向量，衡量定理区分不同模型-配

置组合的能力；再结合静态难度特征、定理相似度和 token成本，将探针选择建模为带预算约

束的子集选择问题，并用贪心算法求解。

实验以 ReCent-Prover为基础系统，在 CoqStoq样本上评估该方法。结果显示，

MiniMax M2.5、OpenAI o4-mini、Qwen3-235B-A22B和GLM-5上的探针选择都能在验证集

上保持一致，同时不同模型表现出不同工具接入偏好。结果表明，探针定理能够保留配置优劣

信号，可用于降低 LLM证明系统在模型升级后的重新适配成本。

关键词: 大语言模型，自动定理证明，工具接入配置，探针定理，Rocq



ABSTRACT

As large language models (LLMs) are increasingly used in formal proof automation, 

automated theorem proving systems are evolving into multi-module workflows that combine 

retrieval, symbolic tools, proof-assistant feedback, and reflection-based validation. Their 

performance depends not only on the backend model, but also on how definitions, lemmas, 

and proof examples are integrated. Since different models may prefer different tool-calling 

patterns, exhaustively retuning all configurations after each model upgrade is costly.

This thesis studies tool integration configuration for LLM-based automated theorem 

proving and proposes a probe-guided method for low-cost configuration screening. The 

method builds behavior vectors from small-scale profiling, uses them to estimate how well 

candidate theorems distinguish model-configuration combinations, and selects probes by 

combining difficulty features, theorem similarity, and token cost in a budget-constrained 

greedy procedure.

We evaluate the method on CoqStoq using ReCent-Prover with MiniMax-M2.5, 

OpenAI o4-mini, Qwen3-235B-A22B, and GLM-5. The probe-selected configuration is also 

selected on the validation set for all four models, while the preferred tool integration pattern 

differs across models. These results suggest that probe theorems preserve useful configuration 

signals and can reduce the cost of adapting LLM-based proof systems after model upgrades.

KEY WORDS: Large Language Models, Automated Theorem Proving, Tool Integration 

Configuration, Probe Theorems, Rocq
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面向 LLM自动定理证明的探针式工具接入配置优化

1  引言

软件系统已经进入航空航天、医疗设备、金融交易和自动驾驶等关键领域。系统规模越

大，软件缺陷造成的后果也越难控制。医疗设备软件缺陷曾导致患者伤亡[1]，金融交易系统

中的程序错误可能造成巨额经济损失[2]，航空航天系统中的软件故障也可能直接威胁生命安

全[3]。这些案例说明，对于高安全性系统，仅依赖测试很难给出足够强的正确性保证。

形式化验证（Formal Verification）通过数学证明来说明程序满足给定规范，是提高软

件可靠性的一条重要路径。近年来，Rocq（前身为 Coq）[4]、Lean[5]和 Isabelle[6]等证明助手

已经较为成熟，并被用于操作系统[7]、编译器[8]和数学定理证明[9-11]等场景。这类工具的优势

在于证明结果可以由小而可信的内核检查；但代价也很明显，用户通常需要手工编写大量证

明脚本。

在证明助手中开发形式化证明是一项复杂且耗时的工作[12]。证明者需要理解程序语义、

库中已有引理以及证明助手的策略语言，还要反复处理证明状态变化带来的细节问题。这一

成本限制了形式化方法在更大范围内的应用。因此，自动化定理证明（Automated Theorem 

Proving, ATP）长期以来都是形式化方法中的重要研究方向。

传统自动定理证明技术[13-16]主要依赖符号推理和搜索。它们在许多局部目标上非常有

效，但在复杂定理上容易受到搜索空间规模的限制，也难以直接利用人类证明中常见的高层

思路。近年来，大语言模型（Large Language Model, LLM）在代码生成和复杂推理任务中

表现出较强能力，为自动定理证明提供了新的思路。LLM可以根据当前证明状态生成候选

策略，也可以用自然语言计划、已有证明片段和错误反馈来调整搜索方向。

不过，LLM本身并不能替代证明助手的检查机制。模型生成的策略可能语法错误，也

可能在局部被接受后把证明带入更困难的分支。为了让 LLM证明系统稳定工作，通常需要

把模型生成、证明助手反馈、符号工具、检索模块和失败历史管理结合起来。ReCent-

Prover[17]就是这类系统的一个例子：它在 Rocq环境中结合 CoqHammer、LLM证明生成、

自反思验证和规划驱动检索，用证明助手保证最终脚本的可检查性，同时让 LLM参与证明

计划和策略选择。

这类系统带来了一个新的工程问题：工具已经接入之后，应该如何决定它们的调用方

式。以环境定义、相关引理和相关证明示例为例，每类信息都可以选择每轮都获取、只获取

一次，或按需获取。仅这三类信息源就形成 33 = 27 种配置。如果再加入模型选择、检索参

数和证明搜索预算，完整评测的成本会迅速增加。直接在完整定理集合上比较所有配置虽然

最可靠，但不适合作为早期调参手段。

更重要的是，工具调用方式很难在所有模型之间固定复用。不同模型的上下文利用能

力、长文本鲁棒性、工具调用倾向和证明规划能力都不同。同一段相关引理或证明示例，对

一个模型可能是必要的提示，对另一个模型可能只是噪声和额外 token开销；同一种 on 

demand策略，对能够准确判断信息缺口的模型可能有效，对工具需求判断较弱的模型则可
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面向 LLM自动定理证明的探针式工具接入配置优化

能导致关键上下文缺失。与此同时，后端模型本身又在持续升级。一个实际的 LLM证明系

统很难在每次模型替换后，都重新对完整配置空间做大规模评测。因此，本文的目标是降低

“针对不同模型重新选择工具调用和 agent设计”的成本，而不只是在当前样本中寻找某一个

固定最优配置。

本文关注的问题正是：在完整评测成本较高的情况下，能否用少量有代表性的定理来快

速筛选工具接入配置，并进一步观察不同模型是否真的需要不同的 agent工具接入设计。本

文将这类定理称为探针定理（Probe）。一个好的探针集合不能只由困难定理组成，还应尽量

包含能够区分不同配置、同时彼此不高度重复的样本。基于这一思路，本文先通过小规模预

评测估计候选定理对配置差异的区分能力，再结合定理相似度和 token成本，在预算约束下

选择探针集合。随后，本文在 ReCent-Prover的配置选择任务上进行验证，观察探针集

上选出的配置能否在独立验证集上保持优势，以及模型之间的最优配置是否出现差异。

本文的主要工作包括以下三个方面。

• 提出面向 LLM证明系统工具接入配置的探针选择问题，将低成本配置筛选建模为带

预算约束的定理子集选择问题。

• 设计基于预评测行为向量的探针信息量度量，并结合静态难度特征、定理相似度和

token成本，用贪心策略选择探针集合。

• 在 CoqStoq[18]样本上以 ReCent-Prover为实验系统，对MiniMax M2.5[19]、

OpenAI o4-mini[20]、Qwen3-235B-A22B[21]和 GLM-5[22]四个后端模型进行初步验证。

实验结果显示，在本文的两阶段评测准则下，探针集选出的配置在验证集上也取得

了最优效率；同时，不同模型的最优配置并不完全一致，说明 agent工具接入设计需

要随模型能力变化而调整。

章节安排如下：第 2 章回顾 Rocq证明助手[4]、CoqHammer[13]、检索增强生成以及

ReCent-Prover相关背景；第 3 章介绍探针定理选择方法，包括问题建模、信息量度量

和贪心选择算法；第 4 章给出实验设置和结果分析；第 5 章讨论相关工作；第 6 章总结全

文并讨论不足与后续工作。
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面向 LLM自动定理证明的探针式工具接入配置优化

2  背景介绍

2.1  前置知识

2.1.1  Rocq证明助手

Rocq（前身为 Coq）[4]是一个交互式定理证明器，它基于依赖类型理论，提供了一个强

大的环境来编写形式化证明。Rocq允许用户定义数据类型、函数和定理，并通过交互式的

方式构建证明。Rocq支持多种证明策略，包括直接证明、归纳证明等，同时还提供了丰富

的库和工具来辅助证明开发。下面我们将通过证明一个简单逻辑系统 Sysall 的可靠性定理来

详细介绍 Rocq的基本使用方法。

2.1.1.1  简单逻辑系统 Sysall 及其可靠性定理

定义 2.1.1 (形式语言 𝐿𝑆
all)  给定一个符号集合 𝑆，考虑一个形式语言 𝐿𝑆

all，它只包含

下面的形式的句子：

All 𝑋 are 𝑌 . (2.1)

定义 2.1.1可以在 Rocq中被形式化为如下的定义：

(** * 1. 形式语言 (Formal Language) *)

(** 符号集合 S - 我们用可数类型表示 *)

Parameter Symbol : Type.

(** 假设符号相等是可判定的 *)

Parameter symbol_eq_dec : forall (x y : Symbol), {x = y} + {x <> y}.

(** 语言 L_all 中的句子（公式）*)

Inductive Formula : Type :=

  | All : Symbol -> Symbol -> Formula.  (* All X are Y *)

Notation "'All' X 'are' Y" := (All X Y) (at level 60).

代码 2.1 形式语言 𝐿𝑆
all 的 Rocq定义

定义 2.1.2 (形式系统 Sysall)  给定形式语言 𝐿𝑆
all，考虑下面两条推理规则:

All 𝑋 are 𝑌 All 𝑌  are 𝑍 Trans
All 𝑋 are 𝑍

Id
All 𝑋 are 𝑋

图 2.1 Sysall 的推理规则

那么我们可以定义一个形式系统 Sysall，它包含上面两条推理规则。
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面向 LLM自动定理证明的探针式工具接入配置优化

定义 2.1.3 (推演与证明)  给定一个形式系统 Sys，给定前提集 Γ，一个从 Γ 出发、以 

𝜑 结尾的推演是一个有穷公式序列

𝜑1, 𝜑2, …, 𝜑𝑛 = 𝜑, (2.2)

满足对每个 𝑖 ≤ 𝑛, 𝜑𝑖 都属于以下三种情况之一：

• 𝜑𝑖 是形式系统 Sys 中的公理的实例；
• 𝜑𝑖 是前提集 Γ 中的一个公式；

• 𝜑𝑖 是通过应用推理规则从前面的公式推导出来的。

如果存在这样的推演，我们就说 Γ 在形式系统 Sys 里推出 𝜑，记作 Γ ⊢Sys 𝜑 (当我

们讨论的形式系统是清楚的时候，我们也简写成 Γ ⊢ 𝜑)。此时我们也称 𝜑 是 Γ 的语形

后承（Syntactic Consequence）。特别地，当前提集为空时，推演也叫做证明。如果 

∅ ⊢Sys 𝜑，就简写为 ⊢Sys 𝜑，并说 𝜑 是可证的。

(** * 2. 推理系统 (Deduction System) *)

(** 推理规则：Γ ⊢ φ 表示从前提集合 Γ 可以推导出 φ *)

Reserved Notation "Gamma '⊢' phi" (at level 70).

Inductive Derivable : Ensemble Formula -> Formula -> Prop :=

  | D_Axiom : forall Γ φ,

      In Formula Γ φ ->

      Γ ⊢ φ

  | D_Id : forall Γ X,

      Γ ⊢ (All X are X)

  | D_Trans : forall Γ A B C,

      Γ ⊢ (All A are B) ->

      Γ ⊢ (All B are C) ->

      Γ ⊢ (All A are C)

where "Gamma '⊢' phi" := (Derivable Gamma phi).

代码 2.2 Sysall 的 Rocq定义

形式系统 Sysall（定义 2.1.2）和在形式系统 Sysall 上的推演（定义 2.1.3）可以在 Rocq

中被形式化为代码 2.2。

定义 2.1.4 (𝐿𝑆
all 的模型)  给定形式语言 𝐿𝑆

all，它的一个模型 ℳ︀ = ⟨𝑂, 𝐼⟩，其中：
• 𝑂 是一个非空集合，叫做对象域；

• 𝐼 : 𝑆 → 𝒫︀(𝑂) 是一个解释函数，将每个符号 𝑋 ∈ 𝑆 解释成 𝑂 中的一个子集 

𝐼(𝑋) ⊆ 𝑂。
ℳ︀ 满足一个句子 All 𝑋 are 𝑌  当且仅当 𝐼(𝑋) ⊆ 𝐼(𝑌 )。记作 ℳ︀ ⊧ 𝜑，这里的 𝜑 =

All 𝑋 are 𝑌。
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定义 2.1.5 (满足关系)  对任意模型 ℳ︀ = ⟨𝑂, 𝐼⟩，定义

ℳ︀ ⊧ All 𝑋 are 𝑌  当且仅当 𝐼(𝑋) ⊆ 𝐼(𝑌 ). (2.3)

如果 ℳ︀ ⊨ 𝜑，就说 𝜑 在 ℳ︀ 上为真，或者说 ℳ︀ 满足 𝜑。如果对每个 𝜑 ∈ Γ 都有 

ℳ︀ ⊨ 𝜑，则记作 ℳ︀ ⊨ Γ。

定义 2.1.6 (语义后承)  对任意前提集 Γ 和公式 𝜑，如果对于每个模型 ℳ︀，ℳ︀ ⊨ Γ 都

蕴含 ℳ︀ ⊨ 𝜑，那么我们说 𝜑 是 Γ 的语义后承，记作 Γ ⊨ 𝜑。

我们也可以在 Rocq中形式化这个系统的语义后承（定义 2.1.6）为代码 2.3。现在让我

们考虑这个系统的可靠性（Soundness）定理，也就是定理 2.1.7。

定理 2.1.7 (可靠性定理)  对于任意的前提集 Γ 和公式 𝜑，如果 Γ ⊢ 𝜑，那么 Γ ⊧ 𝜑。

(** * 3. 形式语义 (Semantics) *)

(** 对象域（论域）：这里取为符号集合本身 *)

Definition Object : Type := Symbol.

(** 模型 M = (O, I)

    - O 是对象集合（我们用 Object 类型表示）

    - I 是解释函数：Symbol -> Ensemble Object

*)

Record Model : Type := mkModel {

  interpretation : Symbol -> Ensemble Object

}.

(** 句子在模型中的真值：M ⊨ φ *)

Definition satisfies (M : Model) (φ : Formula) : Prop :=

  match φ with

  | All X are Y => Included Object (interpretation M X) (interpretation M Y)

  end.

Notation "M '⊨' phi" := (satisfies M phi) (at level 65).

(** 模型满足公式集合 *)

Definition satisfies_set (M : Model) (Γ : Ensemble Formula) : Prop :=

  forall φ, In Formula Γ φ -> satisfies M φ.

(** 语义后承：Γ ⊨ φ *)

Definition entails (Γ : Ensemble Formula) (φ : Formula) : Prop :=

  forall M : Model, satisfies_set M Γ -> M ⊨ φ.

Notation "Gamma '⊨s' phi" := (entails Gamma phi) (at level 80, no associativity).

代码 2.3 形式语义的 Rocq定义
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(** 可靠性定理 (Soundness): 如果 Γ ⊢ φ，那么 Γ ⊨s φ *)

Theorem soundness : forall Γ φ,

  Γ ⊢ φ -> Γ ⊨s φ.

代码 2.4 可靠性定理

2.1.1.2  证明过程

现在我们已经在 Rocq中定义了形式语言、推理系统和形式语义，并且陈述了我们需要

证明的可靠性定理。接下来，我们将进入证明环境来构建这个定理的证明。

一旦我们进入了证明环境，Rocq就会返回给我们一系列的子目标（subgoals），我们

需要逐一证明这些子目标来完成整个证明过程。其中每一个子目标包含一系列的前提和一个

需要证明的结论。刚进入证明环境时，我们会得到一个初始的子目标，如图 2.2所示。这个

子目标没有前提，而结论就是我们需要证明的可靠性定理的叙述。

[No premise]

forall (Γ : Ensemble Formula) (φ : Formula), Γ ⊢ φ -> Γ ⊨s φ

图 2.2 可靠性定理的初始子目标

为了证明子目标，我们需要 Rocq提供的各种证明策略（tactics），例如 intros、

apply、destruct 等等。一个策略会消耗掉当前的子目标，并且可能产生新的子目标，或者

不产生任何新的目标（也就意味着当前的子目标已经被证明）。Rocq会按顺序应用所有的策

略，不断地更新当前的子目标。一般来说，一个策略被默认应用在当前的子目标上①，并且

新产生的子目标会被添加到队列的头部。

同时，Rocq还允许用户使用自定义的证明策略，这些策略可以通过组合现有的基本策

略、通过 match goal 对当前证明上下文（假设、目标）进行模式匹配以及使用基本的控制

流来实现更复杂的证明步骤。通过合理地选择和组合这些策略，用户可以高效地完成整个证

明过程。

现在，我们在图 2.2的基础上，应用 intros策略来引入所有的量词和假设。这个策略

会将当前的子目标中的所有前提引入到证明上下文中，并且将结论中的量词去掉。应用完这

个策略后，我们会得到一个新的子目标，如图 2.3所示。

Γ : Ensemble Formula

φ : Formula

H_deriv : Γ ⊢ φ

Γ ⊨s φ

图 2.3 应用 intros 后的子目标

下一步，我们应用 induction H_deriv，这个策略会对我们引入的假设 H_deriv 进行归

纳分析。由于 H_deriv 是一个关于推导关系的假设，它的结构是由我们之前定义的推导规则

①不过，Set Default Goal Selector "all" 会默认作用于所有目标，Set Default Goal Selector "!" 会强
制要求每步必须覆盖所有目标。
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构成的。因此，应用 induction 会根据这些规则来生成相应的子目标。每个子目标对应于一

个推导规则的情况，我们需要分别证明每个子目标来完成整个证明过程。这个过程如图 2.4

所示。

图 2.4 应用 induction 后的子目标

后续证明步骤较为直接，本文不再展开。总的来说，定理证明的目标就是找到一个策略

序列，使得当我们从初始子目标开始，依次应用这些策略后，最终所有的子目标都得到证

明。

2.1.2  CoqHammer

Hammer系统是基于外部自动定理证明器的证明辅助工具，旨在自动为用户提供给定猜

想的证明。常见的 Hammer系统包括 Isabelle的 Sledgehammer[14]。而 CoqHammer[13]是一

个面向依赖类型理论的完整 Hammer系统，专为 Rocq证明助手设计。其核心思路是：先用

机器学习算法（𝑘-近邻和朴素贝叶斯算法）从庞大的引理库中筛选出最相关的候选前提，再

将目标翻译为无类型一阶逻辑，交由 Eprover[23]、Vampire[24]、Z3[25]、CVC4[26]等外部自动化

定理证明器求解，最后将所得证明在 Rocq内部重新验证，确保结果完全符合 Rocq自身的

直觉主义逻辑。

下面我们通过继续证明可靠性定理（定理 2.1.7）来介绍 CoqHammer的使用方法。在

第 2.1.1.2 节中，我们已经完成了部分证明过程，接下来使用 CoqHammer自动完成剩余的

证明步骤。在 induction H_deriv 之后，需要证明的第一个子目标如图 2.5所示；该子目标

可以由 CoqHammer直接完成。如代码 2.5所示，在这个子目标上应用 hammer 策略后，

CoqHammer会自动寻找证明，并报告可替换的证明策略，例如 Replace the hammer tactic 

with: sfirstorder。在这个例子中，也可以直接使用 induction H_deriv; hammer 一次性完

成所有子目标。
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From Hammer Require Import Hammer.

Set Hammer ATPLimit 50.

Set Hammer ReconstrLimit 50.

(** 为了简洁起见省去 *)

Theorem soundness : forall Γ φ,

  Γ ⊢ φ -> Γ ⊨s φ.

Proof.

  intros Γ φ H_deriv.

  induction H_deriv.

  - (* D_Axiom: φ ∈ Γ *)

    hammer.

    (* 经过 hammer 之后，这个子目标就得到证明 *)

    (** 下面是原先的手动证明过程：

    unfold entails.

    intros M H_sat.

    apply H_sat.

    assumption.

    *)

代码 2.5 使用 CoqHammer证明可靠性定理

Γ : Ensemble Formula

φ : Formula

H : In Formula Γ φ

Γ ⊨s φ

图 2.5 需要证明的第一个子目标

2.1.3  检索增强生成

检索增强生成（Retrieval-Augmented Generation, RAG）[27]是指在语言模型生成阶段，

引入检索机制，让模型先从外部知识库检索相关文档，再将这些文档作为上下文输入至语言

模型，从而生成回答或文本，如图 2.6所示。

其中的检索器负责根据查询向量从大规模文本库中检索相关文档或段落，其策略通常分

为两类：稀疏检索与密集检索。稀疏检索基于倒排索引及 TF-IDF、BM25等词频统计方法，

具有计算高效、可解释性强的优势；密集检索则通过预训练语言模型将文本编码为稠密向

量，利用向量空间的语义相似度进行匹配，以 DPR[28]为代表，能够捕捉词汇层面之外的语

义关联。
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⽤⼾查询
User Query

查询编码器
Query Encoder

检索器
Retriever

知识文档
Knowledge Doc

文档编码器
Doc Encoder

分块 向量数据库
Vector DB

检索到的文本块
Top-k Retrieved Chunks

大语言模型
LLM

构建Prompt

生成回答
Final Answer

图 2.6 RAG系统的架构示意图

2.2  ReCent-Prover 简介

ReCent-Prover[17]是一个结合大型语言模型（LLM）、检索增强技术（RAG）、Rocq

证明助手和 CoqHammer的自动定理证明系统。它主要引入两项机制：自反思验证

（validation with reflection）让 LLM审查自身生成的策略，并在发现潜在误用时记录失败原

因；规划驱动检索（retrieval with planning）则根据 LLM生成的证明方案检索相关引理和

证明，而非仅依赖子目标的文本相似性。在 CoqStoq[18]上，ReCent-Prover证明的定理数

量较现有最先进方法 Cobblestone[29]提升了 22.58%。

如图 2.7所示，该系统首先检查是否存在剩余子目标：若所有子目标均已解决，则报告

证明成功并返回完整的形式化证明；若已达到迭代上限 𝑇，则报告证明失败；若两者均不满
足，则继续进行证明。在继续证明时，该系统尝试证明剩余子目标列表中的第一个子目标 

𝑆。对于每个待证子目标 𝑆，系统首先调用符号求解器 CoqHammer尝试直接求解；若失

败，则转入大语言模型驱动的策略生成流程，依次执行规划驱动检索、提示词构造、策略生

成与自反思验证，将通过验证的策略应用于证明状态，并将失败记录写入历史以指导下一轮

迭代，如此循环直至证明完成或达到迭代上限。

下面我们分别介绍该系统的几项关键机制：

1. 自反思验证机制。现有证明智能代理通常会保留所有通过语法验证的策略，即使这

些策略在语义上存在误用，例如对错误变量归纳或在归纳前未充分泛化假设。为此，

ReCent-Prover对可能产生多个子目标或导致不可证状态的高风险策略（如

apply、induction等）触发自反思模块，由 LLM判断策略是否误用，并在确认失败

时记录相关子目标、策略序列和失败原因。这一机制可以更早截断无效搜索路径，

提升证明搜索的健壮性。

2. 规划驱动检索机制。仅依赖子目标与引理文本相似度（如 BM25）的检索方法，容易

在包含领域特定符号的目标上返回语法相似但证明无关的引理。ReCent-Prover

改以证明规划为检索中心：如图 2.8所示，系统先让 LLM为当前子目标生成自然语
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言证明计划，再用计划步骤的嵌入向量检索预先索引的引理描述；证明示例的检索

也基于证明计划嵌入进行匹配。该方案将检索依据从语法表层转向策略层语义，更

容易找到与预期证明思路对齐的引理与示例。

进度
检查器

#iter

报告
失败

记录

Hammer
失败

LLM

证明
代码

命题得证

规划驱动检索

自反思验证

成功
验证

生成

待证定理

输入

第一个未被证
明的子目标

继续

基于LLM的证明代码生成

可供复用的引
理及证明

更新
策略 失败历史

可供复用的引
理及证明

环境中的定义

图 2.7 ReCent-Prover系统的工作流

第一个未被证
明的子目标 푆

引理库

BM25
相似度

第一个未被证
明的子目标

传统检索
方法

规划驱动检索

证明规划:
[Step 1] …
[Step 2] …

证明示例库

引理库 证明示例库

嵌入距离
引理描述 证明规划

嵌入距离

BM25 相似度

生成 生成 生成

图 2.8 规划驱动检索机制

2.3  问题：ReCent-Prover 中的最优配置

ReCent-Prover已经展示了将大语言模型与证明助手、符号求解器和检索模块结合起

来的潜力。然而，这并不意味着当前的工作流就是最优的。自动证明系统不能简单地把所有

可用工具都接入进去；不同工具应当在什么时机被调用、每次调用应当提供多少信息、信息
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是否需要随着证明状态变化而更新，都会直接影响系统的证明能力和运行成本。过少的信息

可能使模型无法生成有效策略，过多或过频繁的信息供给又可能带来上下文冗余、检索噪声

和额外的 LLM调用开销。

这一问题在多模型场景下会进一步放大。LLM证明系统通常需要在不同后端模型之间

切换：有时是因为更强模型发布，有时是因为价格、延迟、上下文长度或接口稳定性发生变

化。模型变化之后，原先的工具接入策略不一定仍然合适。较强的模型可能能够从较少的定

义和引理中推断出证明方向，因而更适合减少重复检索；另一些模型可能更依赖显式证明示

例或每轮更新的相关引理，过早固定上下文会降低成功率。也就是说，agent工作流中的工

具调用设计需要同时考虑任务、工具和后端模型三者的匹配关系。

因此，ReCent-Prover仍然面临一个更基础的问题：这样的 workflow设计是否已经

接近最优？更具体地说，系统中的各类工具和信息源应当如何接入，才能在证明成功率、搜

索效率和调用成本之间取得更好的平衡？进一步地，当后端模型变化时，是否需要重新设计

这一套 agent工具调用方式？在本工作中，我们关注三类对证明生成影响较大的信息：当前

环境中的定义、与目标相关的引理，以及可供参考的相关证明。这三类信息都能帮助模型理

解证明上下文，但它们的最佳使用方式并不显然，也不一定能在不同模型之间直接迁移。

对于上述每一类信息，都至少存在三种自然的接入策略。第一种是 always，即在每一轮

策略生成时都重新获取并提供该信息；这种方式信息最充分，也最能适应证明状态的变化，

但代价最高，并且可能引入重复内容。第二种是 once，即只在证明开始或首次需要时获取

一次，后续复用已有结果；这种方式开销较低，但当证明状态发生较大变化时，早期获取的

信息可能不再足够相关。第三种是 on demand，即由模型或系统根据当前证明状态判断是否

需要调用相应工具；这种方式更灵活，但也依赖模型能否准确判断自己缺少什么信息。

由此可见，获取环境定义、相关引理和相关证明并非固定的工程细节，它会影响整个证

明搜索过程。我们的目标是系统地比较这些接入策略，探究在不同工具组合下，哪些设计能

够更稳定地提升 ReCent-Prover的证明效果，并进一步理解自动证明系统中工具调用时

机、后端模型能力与证明性能之间的关系。

从工程角度看，真正需要降低的是模型升级后的重新适配成本。如果一个新模型发布

后，研究者必须重新运行所有定理、所有配置和所有检索参数的组合，才能判断 agent工作

流是否仍然合适，那么系统迭代速度会受到严重限制。本文采用探针定理的思路，把完整评

测之前的配置选择转化为一个小规模筛选问题：先用少量对配置差异敏感的定理观察模型与

工具接入方式的匹配程度，再把更有希望的配置放入较大验证集。
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3  方法实现

在第 2.3 节中已经提到，ReCent-Prover的难点除了把外部工具接入 LLM证明流程，

还包括决定这些工具在什么时候、以什么频率被调用。以环境定义、相关引理和相关证明三

类信息为例，每一类都可以采用 always、once或 on demand三种策略。仅这三类信息源就

对应 33 = 27 种配置；如果再加入模型选择、检索参数、提示词模板和证明搜索预算，完整

评测空间很快就会变得难以承受。

本文特别关注这一问题中的模型适配维度。一个配置并不存在脱离后端模型的绝对优

劣：同样的工具上下文可能帮助一个模型补足信息，也可能让另一个模型受到噪声干扰；同

样的按需调用机制可能被一个模型正确触发，也可能被另一个模型过度或不足触发。因此，

本文把候选对象看作“模型-配置”组合，而非孤立的工具配置。探针定理的目标也相应扩展

为：用较低成本识别哪些配置适合当前模型，并观察不同模型之间的配置偏好是否一致。

最直接的做法是在完整定理集合上跑完所有模型与配置，但这通常不适合作为早期实验

方案。一次证明尝试可能包含多轮 LLM生成、检索和 Rocq检查；失败样例还常常更贵，

因为系统会反复尝试直到达到迭代上限。因此，本章采用一个更实际的折中：先从完整定理

集合中挑出一小组有代表性的定理，用它们快速观察不同工具接入设计的差异。下文把这样

的定理称为探针定理（Probe Theorems）。一个有用的探针集合不一定由最难的定理组成，

还应覆盖不同难度、不同证明结构以及不同配置敏感性的样本。

为此，我们先用少量模型和少量代表性配置对候选定理做预评测（Profiling），粗略估

计每个定理对配置差异的区分能力；随后再把定理之间的相似度和评测成本纳入考虑，在预

算限制下选出一组信息量较高、重复度较低的探针。这个过程可以自然地写成一个带预算约

束的子集选择问题：目标函数奖励区分能力，同时惩罚集合内部的冗余；求解时则使用贪心

策略作为近似。

3.1  方法总览

方法的输入包括完整定理集合、候选模型以及待比较的工具接入配置，输出是一组规模

较小的探针定理。之后的配置比较先在这组探针上进行，用较低成本筛掉明显不合适的设

计，再把少数有希望的配置放到更大规模实验中验证。由于模型本身可能持续更新，探针集

还可以作为模型替换后的快速体检集合：当一个新模型接入证明系统时，先在探针集上比较

少量配置，就能初步判断原有 agent工具接入策略是否仍然适用。

设完整定理集合为 𝒯︀ = {𝑡1, 𝑡2, …, 𝑡𝑁}，其中每个 𝑡𝑖 是一个待证明的 Rocq定理。设模

型集合为 ℳ︀ = {𝑚1, 𝑚2, …, 𝑚𝐾}，其中每个 𝑚𝑖 表示一个可用于生成证明策略的大语言模

型。设配置集合为 𝒞︀ = {𝑐1, 𝑐2, …, 𝑐𝐿}。在本文关注的工具接入问题中，一个配置 𝑐 ∈ 𝒞︀ 可

以被看作一个三元组：𝑐 = (𝑎def, 𝑎lemma, 𝑎proof)。其中 𝑎def 表示环境定义的获取策略，𝑎lemma 

表示相关引理的获取策略，𝑎proof 表示相关证明的获取策略，并且
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𝑎def, 𝑎lemma, 𝑎proof ∈ {always, once, on demand}. (3.1)

因此，在只考虑这三类信息源时，共有 33 = 27 种候选配置。

为了记录一次证明尝试的结果，定义评测函数

𝑓(𝑡, 𝑚, 𝑐) ∈ [0, 1]. (3.2)

最简单的做法是把 𝑓(𝑡, 𝑚, 𝑐) 看作二值函数：模型 𝑚 在配置 𝑐 下证明定理 𝑡 成功则为 

1，失败则为 0。如果需要更细的度量，也可以把证明长度、调用次数和运行时间等因素合
并成归一化得分。后续选择过程并不依赖 𝑓 的具体形式，只要求它能反映某个模型和配置

在某个定理上的表现。

给定一个定理子集 𝑆 ⊆ 𝒯︀，模型 𝑚 和配置 𝑐 在该子集上的平均表现定义为

𝐹(𝑚, 𝑐; 𝑆) = 1
|𝑆|

∑
𝑡∈𝑆

𝑓(𝑡, 𝑚, 𝑐). (3.3)

当 𝑆 = 𝒯︀ 时，𝐹(𝑚, 𝑐; 𝒯︀) 就是完整评测结果；当 𝑆 是探针集合时，𝐹(𝑚, 𝑐; 𝑆) 则是一
个低成本估计。我们希望这个估计至少能保留模型-配置组合之间的相对差异。因此，探针

集合不宜只包含一批对所有模型和配置都同样容易或同样困难的定理，还需要尽量保留那些

会改变配置排序、甚至会改变不同模型最优 agent设计的关键信号。

定理 3.1.1 (探针数量的信息论下界)  假设每个探针定理的评测结果只有成功和失败两

种可能。若需要仅根据 𝑛 个探针定理的结果区分 𝐿 种候选配置，则必须满足

2𝑛 ≥ 𝐿. (3.4)

特别地，当仅考虑环境定义、相关引理和相关证明三类信息源，且每类信息源都有

always、once和 on demand三种接入策略时，候选配置数为 𝐿 = 33 = 27。此时至少需
要的探针定理的个数为：

𝑛 ≥ ⌈log2 27⌉ = 5. (3.5)

证明.  对于任意一个探针定理，由于评测结果只有成功和失败两种可能，它最多提供 2 种不

同的观测结果。因此，𝑛 个探针定理共同形成的结果向量的取值个数最多有

2 × 2 × … × 2⏟
𝑛 个

= 2𝑛. (3.6)

若希望这些结果向量能够区分 𝐿 种候选配置，那么不同配置至少需要被映射到足够多

的结果模式中。因此，结果模式数量不能少于配置数量，即

2𝑛 ≥ 𝐿. (3.7)

在本文讨论的配置空间中，三类信息源各有三种接入策略，所以 𝐿 = 33 = 27。代入上
式可得

𝑛 ≥ log2 27 ≈ 4.75. (3.8)
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由于探针定理数量必须是整数，因此 𝑛 ≥ 5。 □

当然并不意味着 5 个定理就能区分配置。真实实验中，单个定理的结果会受到模型随

机性、检索噪声和证明搜索路径的影响。因此实际选择时会取更大的 𝑘，例如 7 个左右的探

针定理，用冗余数量换取更稳定的排序结果。

3.2  定理特征与信息量

选择探针时，定理难度只是标准之一。我们更关心三个问题：它能不能体现不同配置的

差距；它和已经选出的定理是不是在重复同一种模型能力；以及评测它要花多少 token。这

三点分别对应区分能力、冗余度和预算。

区分能力通过小规模预评测来估计。设 ℳ︀′ ⊆ ℳ︀, 𝒞︀′ ⊆ 𝒞︀ 分别表示用于预评测的模型子

集和配置子集。它们不需要覆盖全部模型和配置，只需要包含足够有代表性的组合。例如，

可以选取一个能力较强的模型和一个能力较弱的模型，再选取若干差异明显的配置，如三类

信息都采用 always的配置，以及三类信息都采用 once的配置。对每个定理 𝑡，定义它的行
为向量为

behavior(𝑡) = {𝑓(𝑡, 𝑚, 𝑐)}(𝑚,𝑐)∈ℳ︀′×𝒞︀′ . (3.9)

这个向量记录了定理 𝑡 在不同模型和配置下的响应模式。若一个定理在所有组合下都成
功，或在所有组合下都失败，它可以反映绝对难度，却很难帮助比较工具接入策略。更有价

值的是那些在不同配置下表现差异较大的定理，因为它们会直接暴露配置之间的差异。

基于行为向量，我们定义定理 𝑡 的区分能力为

𝑑𝑡 = Var(behavior(𝑡)). (3.10)

这里用方差作为度量。方差越大，说明该定理在不同组合下的表现差异越明显。如果一

个定理在某些组合下表现良好，在另一些组合下表现较差，那么它就更有可能成为区分不同

配置的探针。相反，如果一个定理在所有组合下的表现都很接近，那么它就不太适合作为探

针，因为它无法提供足够的信息来区分配置。

仅有区分能力还不够。若多个定理在证明结构、依赖引理和难度上都很接近，那么即使

它们各自的方差较高，放在同一个探针集合中也可能只是重复确认同一种现象。为此，为每

个定理构造特征向量

𝜑(𝑡) = [𝛿(𝑡), behavior(𝑡)]. (3.11)

其中 𝛿(𝑡) 表示静态难度特征，可以由证明步数、证明深度、依赖引理数量、目标中符
号数量、上下文大小等指标构成；behavior(𝑡) 则来自预评测结果。基于这个特征向量，定
义两个定理之间的相似度为

sim(𝑡𝑖, 𝑡𝑗) = similarity(𝜑(𝑡𝑖), 𝜑(𝑡𝑗)). (3.12)
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实现时可以使用余弦相似度，也可以使用基于欧氏距离的核函数。相似度越高，说明两

个定理越可能提供重复信号，选择时就应降低它们同时进入探针集合的倾向。

还需要考虑评测成本。设

𝑐𝑡 = token cost of theorem 𝑡. (3.13)

这个成本可以包括输入提示词中的上下文 token、模型生成证明策略的 token、检索到

的定义和引理 token，以及失败重试带来的额外开销。实际系统中，𝑐𝑡 可以直接从预评测运

行中估计，也可以由定理文本长度、上下文规模和历史平均调用次数近似得到。预算约束写

作

∑
𝑡∈𝑆

𝑐𝑡 ≤ 𝐵, (3.14)

其中 𝐵 是允许用于探针评测的总成本。

3.3  子集选择目标

把区分能力、冗余度和成本合在一起，探针选择可以写成如下优化问题：

max
𝑆⊆𝒯︀

𝑓(𝑆) s.t. ∑
𝑡∈𝑆

𝑐𝑡 ≤ 𝐵, |𝑆| = 𝑘. (3.15)

其中 𝑘 是希望选出的探针数量，𝐵 是 token预算。目标函数取为

𝑓(𝑆) = ∑
𝑡∈𝑆

𝑑𝑡 − 𝜆 ∑
(𝑡𝑖,𝑡𝑗)⊆𝑆,𝑡𝑖≠𝑡𝑗

sim(𝑡𝑖, 𝑡𝑗). (3.16)

第一项奖励区分能力高的定理，第二项惩罚集合内部的相似样例。参数 𝜆 ≥ 0 控制两者

的权衡：𝜆 较小时，选择结果更偏向高方差定理；𝜆 较大时，算法会更主动地避开相似定

理，探针集合的覆盖面也会更宽。

这个目标函数背后的直觉很简单：探针要能区分配置，但不能只是同一种困难模式的重

复堆叠。在 ReCent-Prover的工具接入问题中，不同配置可能擅长处理不同类型的证明。

例如，频繁获取环境定义可能更有利于涉及复杂局部定义的目标；相关引理检索更适合依赖

库定理的目标；相关证明检索则可能帮助那些具有可迁移证明模式的目标。探针集合需要覆

盖这些不同情形，才更可能稳定反映配置之间的真实差异。

从优化角度看，这是一个带基数约束和预算约束的子集选择问题，与带背包约束的子模

函数（Submodular Function）最大化问题密切相关。对于非负、单调非减的子模函数，已

有工作证明，在一个背包约束下结合常数规模枚举和按单位成本边际收益选择的贪心过程，

可以得到 (1 − 1
𝑒) 近似算法[30]。本文不复现该算法的全部枚举步骤，而是借用其中最适合本

场景的部分：利用边际收益递减的结构，用密度贪心快速得到一个可解释的候选集合。

定理 3.3.1 (探针选择目标的子模性)  假设对任意两个不同定理 𝑡𝑖, 𝑡𝑗，相似度满足 

sim(𝑡𝑖, 𝑡𝑗) ≥ 0。定义
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𝑓(𝑆) = ∑
𝑡∈𝑆

𝑑𝑡 − 𝜆 ∑
(𝑡𝑖,𝑡𝑗)⊆𝑆,𝑡𝑖≠𝑡𝑗

sim(𝑡𝑖, 𝑡𝑗), 𝜆 ≥ 0. (3.17)

则 𝑓 是子模函数。也就是说，对任意 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝒯︀ 和 𝑥 ∈ 𝒯︀ \ 𝐵，都有

𝑓(𝐴 ∪ {𝑥}) − 𝑓(𝐴) ≥ 𝑓(𝐵 ∪ {𝑥}) − 𝑓(𝐵). (3.18)

证明.  对集合 𝑆 加入新定理 𝑥 时，边际收益为

Δ(𝑥 | 𝑆) = 𝑓(𝑆 ∪ {𝑥}) − 𝑓(𝑆) = 𝑑𝑥 − 𝜆 ∑
𝑠∈𝑆

sim(𝑥, 𝑠). (3.19)

若 𝐴 ⊆ 𝐵，则

∑
𝑠∈𝐴

sim(𝑥, 𝑠) ≤ ∑
𝑠∈𝐵

sim(𝑥, 𝑠), (3.20)

因为相似度非负。因此

𝑑𝑥 − 𝜆 ∑
𝑠∈𝐴

sim(𝑥, 𝑠) ≥ 𝑑𝑥 − 𝜆 ∑
𝑠∈𝐵

sim(𝑥, 𝑠). (3.21)

这正是子模函数的边际收益递减性质。 □

由定理 3.3.1可知，已选集合越大，新定理带来的额外收益越不会增加；如果它与已有

探针相似，冗余惩罚会直接降低它的边际价值。当 𝜆 的取值使得所有可行选择中的边际收

益保持非负时，目标函数还满足单调性，此时问题就落在单调子模背包最大化框架内。实际

求解时，我们采用最直接的密度贪心策略：每一步选择当前单位成本边际收益最高的定理，

Δ(𝑡 | 𝑆)
𝑐𝑡

=
𝑑𝑡 − 𝜆 ∑𝑠∈𝑆 sim(𝑡, 𝑠)

𝑐𝑡
, (3.22)

这将优先加入当前最有信息、且与已选集合最不重复的定理。在本文场景中，候选定理

数量远大于最终探针数量，完整枚举所有满足 |𝑆| = 𝑘 且 ∑𝑡∈𝑆 𝑐𝑡 ≤ 𝐵 的子集代价过高。密

度贪心虽然不承诺得到全局最优解，但每一步的选择依据明确，只依赖当前边际收益和成

本，适合在预评测结果更新后快速重新运行。

3.4  具体算法

探针选择算法的整体流程如图 3.2所示。

算法 3.1 Greedy Selection with Budget

1: procedure Greedy-Select(𝐴, 𝑆, 𝑅, ℎ, 𝜆) 
2: Input: candidates 𝐴; selected probes 𝑆; remaining budget 𝑅; target size ℎ; 

redundancy penalty 𝜆
3: Output: updated selected probes 𝑆 and remaining budget 𝑅
4:
5: while |𝑆| < ℎ do
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6: 𝐴𝑅 ← {𝑡 ∈ 𝐴 \ 𝑆 : 𝑐𝑡 ≤ 𝑅}
7: if 𝐴𝑅 = ∅ then
8: break
9: end
10: 𝑡∗ ← arg max𝑡∈𝐴𝑅

𝑑𝑡−𝜆 ∑𝑠∈𝑆 sim(𝑡,𝑠)
𝑐𝑡11: Δ∗ ← 𝑑𝑡∗ − 𝜆 ∑𝑠∈𝑆 sim(𝑡∗, 𝑠)

12: if Δ∗ ≤ 0 then
13: break
14: end
15: 𝑆 ← 𝑆 ∪ {𝑡∗}
16: 𝑅 ← 𝑅 − 𝑐𝑡∗

17: end
18: return 𝑆, 𝑅
19: end

图 3.1 带预算约束的辅助贪心选择算法

算法 3.2 Probe Theorem Selection

1: procedure Probe-Select(𝒯︀, ℳ︀′, 𝒞︀′, 𝑘, 𝐵, 𝜆) 
2: Input: theorem set 𝒯︀; profiling models ℳ︀′; profiling configs 𝒞︀′; probe size 𝑘; 

budget 𝐵; redundancy penalty 𝜆
3: Output: selected probe set 𝑆
4:
5: 𝒯︀cand ← StratifiedSample(𝒯︀)
6: for 𝑡 ∈ 𝒯︀cand do
7: 𝛿(𝑡) ← StaticFeatures(𝑡)
8: end
9:
10: for 𝑡 ∈ 𝒯︀cand do
11: for (𝑚, 𝑐) ∈ ℳ︀′ × 𝒞︀′ do
12: 𝑓(𝑡, 𝑚, 𝑐) ← Evaluate(𝑡, 𝑚, 𝑐)
13: end
14: behavior(𝑡) ← {𝑓(𝑡, 𝑚, 𝑐)}(𝑚,𝑐)∈ℳ︀′×𝒞︀′

15: 𝑑𝑡 ← Var(behavior(𝑡))
16: 𝜑(𝑡) ← [𝛿(𝑡), behavior(𝑡)]
17: 𝑐𝑡 ← EstimateCost(𝑡)
18: end
19: for 𝑡𝑖, 𝑡𝑗 ∈ 𝒯︀cand do
20: sim(𝑡𝑖, 𝑡𝑗) ← Similarity(𝜑(𝑡𝑖), 𝜑(𝑡𝑗))
21: end
22:
23: ℒ︀ ← PartitionByDifficulty(𝒯︀cand)
24: for 𝐿 ∈ ℒ︀ do
25: 𝑞𝐿 ← LayerQuota(𝐿, 𝑘)
26: end
27: 𝑆 ← ∅
28: 𝑅 ← 𝐵
29:
30: for 𝐿 ∈ ℒ︀ do
31: ℎ𝐿 ← |𝑆| + 𝑞𝐿 − |𝑆 ∩ 𝐿|
32: 𝑆, 𝑅 ← Greedy-Select(𝐿, 𝑆, 𝑅, ℎ𝐿, 𝜆)
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33: end
34:
35: 𝑆, 𝑅 ← Greedy-Select(𝒯︀cand, 𝑆, 𝑅, 𝑘, 𝜆)
36: return 𝑆
37: end

图 3.2 探针选择算法

在图 3.1中，Greedy-Select的参数 𝐴 表示当前可选定理集合，𝑆 表示已经选出的探针

集合，𝑅 表示剩余预算，ℎ 表示本轮选择结束时希望达到的集合大小，𝜆 表示冗余惩罚系

数；该过程返回更新后的 𝑆 和 𝑅。在图 3.2中，Probe-Select的参数 𝒯︀ 表示完整定理集

合，ℳ︀′ 和 𝒞︀′ 分别表示预评测使用的模型子集和配置子集，𝑘 表示希望选出的探针数量，𝐵 

表示总 token预算，𝜆 与辅助过程含义相同；该过程返回最终的探针定理集合 𝑆。
其他辅助函数含义如下。StratifiedSample从完整定理集合中分层抽取候选定理；

StaticFeatures提取定理长度、上下文规模、证明结构等静态难度特征；Evaluate运行一次

自动证明评测并返回结果；EstimateCost估计评测某个定理所需的 token成本；Similarity

计算两个定理特征向量之间的相似度；PartitionByDifficulty按照难度把候选定理划分为若

干层；LayerQuota根据总探针数量 𝑘 为每个难度层分配最低选择数量。

算法可以按下面几个阶段理解。

先构造候选定理集合。完整的 CoqStoq定理集合规模较大，在全部定理上计算相似度

和预评测结果成本较高。实际实现中可以先采样一个中等规模的候选集合 𝒯︀cand，例如 100 

个定理。采样时要避免只抽到某一种难度或某一个库中的样例，因此可以根据文件来源、定

理长度或初步难度分数进行分层采样。

然后计算静态难度特征 𝛿(𝑡)。这一步不依赖模型运行结果，可以直接从定理本身和已有
证明中提取。若数据集中包含人工证明或参考证明，可以统计证明步数、证明深度、使用引

理数量，以及证明中是否出现归纳、改写、自动化策略等结构；若没有参考证明，也可以使

用目标长度、上下文假设数量、涉及的常量数量等近似特征。这些特征经过归一化后组成 

𝛿(𝑡)。
接下来进行小规模预评测。对每个候选定理 𝑡 ∈ 𝒯︀cand，只在较小的模型集合 ℳ︀′ 和配置

集合 𝒞︀′ 上运行证明系统，得到 𝑓(𝑡, 𝑚, 𝑐)。例如，可以取

ℳ︀′ = {OpenAI o4-mini, MiniMax M2.5}, (3.23)

并选择两个极端配置：

𝒞︀′ = {(always, always, always), (once, once, once)}. (3.24)

这里并不追求完整评估所有配置，只希望用较低成本观察一个定理是否对模型能力和工

具接入方式敏感。

预评测完成后，计算每个定理的信息量、相似度和成本。根据预评测结果得到 

behavior(𝑡)，再计算方差 𝑑𝑡。同时，将 𝛿(𝑡) 与 behavior(𝑡) 拼接为 𝜑(𝑡)，并计算候选定理两
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两之间的相似度 sim(𝑡𝑖, 𝑡𝑗)。成本 𝑐𝑡 可以直接使用预评测中的实际 token消耗，也可以用平

均 token消耗估计。

如果候选集合的难度分布很不均衡，还可以加入分层处理。具体来说，算法先按照难度

将候选定理划分为 easy、medium和 hard三层，并为每一层设置最低选择数量 𝑞𝐿。贪心选

择分两步进行：第一步在各个难度层内部按单位成本边际收益选择定理，尽量满足每层的最

低名额；第二步再回到全局候选集合中继续贪心选择，直到达到探针数量 𝑘 或预算耗尽。

这样做的目的，是避免探针集合被某一类定理主导，同时仍然保留按信息量和成本排序的选

择原则。

最后进行贪心选择。初始化 𝑆 = ∅，剩余预算为 𝐵。每一轮只考虑尚未选择且成本不
超过剩余预算的定理 𝑡，并计算其边际收益：

Δ(𝑡 | 𝑆) = 𝑑𝑡 − 𝜆 ∑
𝑠∈𝑆

sim(𝑡, 𝑠). (3.25)

为了同时考虑成本，排序时使用单位成本收益 Δ(𝑡 | 𝑆)
𝑐𝑡
。算法把单位成本收益最高的定

理加入 𝑆，并扣除相应成本。这个过程持续到 |𝑆| = 𝑘，或者没有任何候选定理能在剩余预
算内带来正收益为止。最终得到的 𝑆 就是后续配置评测使用的探针集合。

3.5  面向模型升级的使用流程

前面的形式化描述把模型集合 ℳ︀ 和配置集合 𝒞︀ 同时作为输入，这是为了强调本文方法

并不局限于在一个固定模型上做配置调参。在实际系统中，更常见的情况是：已有证明系统

已经在某个后端模型上调试过，但随后出现了新的模型版本、不同供应商模型或价格更合适

的模型。此时研究者真正关心的是快速判断原有 agent工具接入策略是否仍然合适，以及哪

些配置值得优先进入完整评测，而非重新设计整个证明系统。

因此，本文方法可以按照两个阶段使用。第一阶段是离线构建相对稳定的探针集合。系

统先从目标数据集中抽取候选定理，利用已有模型和少量代表性配置完成预评测，计算定理

的行为向量、区分能力和相似度。这个阶段的成本高于一次普通配置比较，但它不需要在每

次模型更新时完整重做。只要证明任务分布没有发生根本变化，探针集合就可以作为后续模

型适配的公共评测入口。换言之，探针集合本身更接近一个小型诊断集，不只是服务于某一

次实验的临时样本。

第二阶段是模型接入后的快速筛选。当一个新模型 𝑚new 被接入证明系统时，系统只需

要在探针集合 𝑆 上运行若干候选配置 𝒞︀cand，得到 𝐹(𝑚new, 𝑐; 𝑆) 和相应 token成本。随后使

用与完整实验一致的两阶段准则进行排序：先排除证明成功数明显不足的配置，再在成功数

接近最优的配置中选择 token效率更高者。这样做的好处是，新模型的适配实验规模由 

|𝒯︀| × |𝒞︀| 降为 |𝑆| × |𝒞︀cand|。当 |𝑆| 远小于完整数据集规模，并且 𝒞︀cand 只包含少量代表性配

置时，适配成本会显著下降。
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这一流程还允许逐步扩大评测范围。若探针集结果显示某个配置明显优于其他配置，可

以直接把它和少数竞争配置放入验证集；若探针集结果不稳定，例如多个配置成功数相同但

效率差异受单个定理影响较大，则可以临时扩大探针集合或增加若干边界样本。本文并不要

求探针集一次性给出最终答案，而是把它作为完整评测之前的低成本过滤器。对于快速演进

的 LLM证明系统，这种分阶段流程比直接穷举所有配置更适合工程迭代。

探针集合也可以帮助解释模型差异。假设两个模型在同一探针集合上选择出不同配置，

那么可以进一步检查这些探针定理的失败原因和上下文使用情况：一个模型是否在缺少环境

定义时更容易生成未定义符号；另一个模型是否在引理过多时更容易选择错误引理；按需调

用是否被频繁触发但没有带来证明状态推进。这样的分析虽然不一定能直接导出新的算法，

但可以帮助研究者理解模型能力与 agent工作流之间的匹配关系。

需要注意的是，探针集合的复用有前提条件。如果目标数据集从软件验证转向纯数学

库，定理结构、可用引理和证明风格都可能发生明显变化，旧探针集合就未必能代表新任

务。如果证明系统本身加入了新的工具，例如反例搜索器、归纳模式建议器或更强的

Hammer后端，原有行为向量也可能不足以刻画新的配置差异。因此，在任务分布或工具集

合发生较大变化时，仍然需要重新进行一次预评测，或者至少补充一批覆盖新工具行为的探

针定理。本文方法降低的是常见模型替换和配置微调场景下的评测开销，不能完全消除配置

评测需求。

3.6  实现细节

实现上，系统分成预评测、特征计算和探针选择三个模块。预评测模块负责调用自动证

明系统，并记录每个 (𝑡, 𝑚, 𝑐) 组合的证明结果、token消耗、运行时间和失败原因。特征计

算模块把预评测结果和定理静态信息整理成 𝑑𝑡、𝛿(𝑡)、𝜑(𝑡)、𝑐𝑡 以及相似度矩阵。探针选择

模块读取这些中间结果，根据目标函数和预算约束运行贪心算法，输出最终的定理编号列

表。

为了保证结果可复现，所有随机采样都固定随机种子，并保存候选集合、预评测配置和

最终探针集合。对于失败证明，系统不仅记录二值失败结果，还保留失败发生时的最后子目

标、已尝试策略和工具调用历史。这些信息虽然不直接进入当前目标函数，但有助于后续解

释某些探针定理为什么能够区分配置。

配置编码采用显式三元组。例如，(always, on demand, once) 表示环境定义在每轮都获
取，相关引理由系统按需获取，相关证明只获取一次。这样的编码方式便于追踪配置差异，

也方便在后续实验中分析单个工具策略变化对证明成功率的影响。

需要注意的是，探针集合上的最优配置不一定就是完整数据集上的最优配置。它的作用

是降低早期探索成本，帮助我们更快筛掉明显较差的设计，并识别值得进入完整评测的候选

配置。
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4  实验评估

本章验证第 3 章中提出的探针选择方法是否能够作为模型能力的低成本代理（Proxy），

用于判断一个后端模型更适合哪一类工具接入配置。本文关注的核心不是重新给出

ReCent-Prover[17]的完整性能排名，也不只是单纯寻找某个全局最优配置；真正的问题

是：模型能力本身很难直接定量描述，我们无法只根据模型名称或通用基准分数判断它在证

明任务中应该如何调用环境定义、相关引理和证明示例。因此，本文使用一小组探针定理来

观察模型在不同配置下的行为，并用这种行为近似刻画“该模型适合哪种 agent工具调用方

式”。

换言之，探针集在本章中承担的是模型能力测量工具的角色。若一个模型在探针集上只

有在频繁更新相关引理时才表现良好，那么这说明它可能更依赖动态检索；若另一个模型在

探针集上更适合稳定的定义上下文和较少示例刷新，那么它的 agent设计也应相应调整。后

续验证集的作用，是检查这种由探针集得到的模型能力信号，能否迁移到未参与探针选择的

定理上。

本章围绕以下三个问题展开：

• 问题 1：探针定理能否作为模型能力的有效代理？也就是说，探针集上观察到的模

型-配置匹配关系，能在多大程度上迁移到独立验证集。

• 问题 2：用探针估计模型适配配置时，如何同时考虑证明能力和调用成本？本文不把

低消耗但几乎不能证明定理的配置视为有效配置，因此采用先比较成功数、再比较

效率的两阶段准则。

• 问题 3：不同后端模型是否需要不同的 agent设计？如果不同模型在同一候选空间中

选择出不同配置，就说明 agent设计需要围绕模型能力重新适配。

4.1  实验设置

实验在 Rocq 8.18环境下进行，数据集采用 CoqStoq[18]。CoqStoq由真实 Rocq项目中

的定理组成，覆盖编译器验证、形式化数学等不同类型的证明任务，因此适合用来观察配置

变化对自动证明过程的影响。证明系统同时使用 CoqHammer和 LLM生成证明策略：每轮

证明先调用 CoqHammer，超时时间设为 25秒，最多使用 64个线程；如果 CoqHammer未

能直接完成当前子目标，再调用后端语言模型生成证明策略。每个定理的证明搜索最多进行

25轮。

检索数据库由 CoqStoq中的定理和已有证明离线构建。构建数据库时，系统为引理和

证明示例生成自然语言描述或证明计划，并使用 OpenAI的 text-embedding-3-large模型[31]

计算向量表示。在线证明时，系统不会从整个数据库中任意取用信息，而是先把候选范围限

制在当前证明库中已经可见的引理和证明上，再从中检索 8个相关引理和 8个相关证明示
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例。这样可以避免把当前目标本来无法使用的信息带入提示词。若最终提示词超过后端模型

的长度限制，则从左侧裁剪较早的上下文，保留更靠近当前证明状态的信息。

本文关注三类工具接入策略：环境定义（definitions）、相关引理（lemmas）和相关证

明示例（examples）。在配置名称中，𝑑、𝑙、𝑒 分别表示这三类信息源；后缀 𝐴、𝑂、𝐷 分别

表示 always、once和 on demand。例如，配置 dO_lA_eA 表示环境定义只在开始时获取一

次，相关引理和相关证明示例则在每轮证明中都获取。

为了检验探针集合的预测作用，我们对每个后端模型随机选择 10个配置，并分别在两

个集合上评测：

• 探针集（Probe）：包含 7个由第 3.4 节方法选出的探针定理；

• 验证集（Validation）：包含 15个未参与探针选择的定理。

实验分别在MiniMax M2.5[19]、OpenAI o4-mini[20]、Qwen3-235B-A22B[21]和 GLM-5[22]

四个后端模型上进行。对每个配置，本文记录成功证明的定理数量和总 token消耗。只看

token效率是不够的：一个配置如果几乎证明不了定理，即使消耗很低，也不能算作好的证

明配置。因此，本文采用两阶段准则。首先，在同一个评测集合上找出最高成功数 

BestSolved，只保留成功数不少于 BestSolved − 1 的配置；也就是说，候选配置的成功数至

少要和当前最优配置只相差一个定理。然后，才在这些候选配置中比较每百万 token成功

数：

Efficiency = #Solved
#Tokens

× 106. (4.1)

4.2  实验结果

4.2.1  MiniMax M2.5结果

配置 Probe Probe Tok. Probe Eff. Val. Val. Tok. Val. Eff.

dA_lA_eA 2/7 1.335M 1.50 7/15 2.723M 2.57
dA_lA_eD 2/7 4.922M 0.41 7/15 6.628M 1.06
dA_lO_eO 3/7 1.187M 2.53 8/15 3.229M 2.48
dA_lO_eD 3/7 3.855M 0.78 7/15 8.664M 0.81
dA_lD_eO 2/7 6.668M 0.30 7/15 9.848M 0.71
dO_lA_eA 3/7 0.912M 3.29 7/15 2.647M 2.64

dO_lA_eD 4/7 3.457M 1.16 7/15 6.971M 1.00
dO_lO_eD 2/7 4.012M 0.50 7/15 7.520M 0.93
dD_lA_eA 2/7 5.879M 0.34 7/15 8.558M 0.82
dD_lA_eO 2/7 4.612M 0.43 7/15 7.356M 0.95

表 4.1 MiniMax M2.5后端下随机 10个配置的探针集与验证集结果

如表 4.1所示，在MiniMax M2.5后端下，探针集上的最高成功数为 4/7，验证集上的

最高成功数为 8/15。按照两阶段准则，探针集和验证集最终都选择 dO_lA_eA。
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4.2.2  OpenAI o4-mini结果

配置 Probe Probe Tok. Probe Eff. Val. Val. Tok. Val. Eff.

dA_lA_eO 3/7 0.680M 4.41 7/15 1.902M 3.68
dA_lA_eD 3/7 0.608M 4.94 6/15 1.620M 3.70
dA_lO_eO 4/7 0.827M 4.84 8/15 2.301M 3.48
dA_lO_eD 3/7 0.640M 4.69 7/15 1.913M 3.66
dA_lD_eA 2/7 1.277M 1.57 6/15 2.679M 2.24
dA_lD_eD 3/7 1.288M 2.33 7/15 2.294M 3.05
dO_lA_eA 5/7 0.464M 10.78 9/15 1.684M 5.34

dO_lA_eD 3/7 0.521M 5.76 6/15 1.906M 3.15
dO_lO_eO 4/7 1.255M 3.19 7/15 3.255M 2.15
dO_lD_eA 2/7 1.460M 1.37 5/15 2.755M 1.82

表 4.2 OpenAI o4-mini后端下随机 10个配置的探针集与验证集结果

如表 4.2所示，在 OpenAI o4-mini后端下，dO_lA_eA在探针集上达到 5/7的最高成功

数，并以 10.78的效率排名第一；在验证集上也达到 9/15的最高成功数，并以 5.34的效率

排名第一。

4.2.3  Qwen3-235B-A22B结果

配置 Probe Probe Tok. Probe Eff. Val. Val. Tok. Val. Eff.

dA_lA_eA 4/7 0.397M 10.08 6/15 0.623M 9.63
dA_lO_eA 3/7 0.401M 7.48 6/15 0.719M 8.34
dA_lO_eO 4/7 0.425M 9.41 6/15 1.506M 3.99
dA_lD_eO 2/7 0.461M 4.34 7/15 0.994M 7.04
dO_lO_eO 3/7 0.221M 13.57 6/15 1.247M 4.81
dO_lD_eA 2/7 0.306M 6.54 6/15 0.704M 8.52
dO_lD_eD 3/7 0.191M 15.67 6/15 0.470M 12.75

dD_lO_eA 1/7 0.552M 1.81 6/15 0.909M 6.60
dD_lO_eD 3/7 0.334M 8.98 6/15 0.540M 11.11
dD_lD_eO 2/7 0.743M 2.69 6/15 1.125M 5.34

表 4.3 Qwen3-235B-A22B后端下随机 10个配置的探针集与验证集结果

Qwen3-235B-A22B上的最优配置不同于MiniMax M2.5和 OpenAI o4-mini。由表 4.3

可见，探针集上的最高成功数为 4/7；在满足 BestSolved − 1 的候选配置中，dO_lD_eD以

15.67的效率被选出。验证集上的最高成功数为 7/15，由 dA_lD_eO达到；按两阶段准则保留

成功数不低于 6/15的配置后，dO_lD_eD以 12.75的效率排名第一。因此，探针集和验证集

在 Qwen3-235B-A22B上也选择了相同配置。

4.2.4  GLM-5结果
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配置 Probe Probe Tok. Probe Eff. Val. Val. Tok. Val. Eff.

dA_lA_eA 5/7 0.268M 18.64 6/15 0.347M 17.31

dA_lO_eO 4/7 0.297M 13.48 7/15 0.462M 15.14
dA_lD_eO 3/7 1.198M 2.50 6/15 1.122M 5.35
dA_lD_eD 3/7 1.535M 1.95 5/15 1.076M 4.65
dO_lA_eO 4/7 0.263M 15.23 6/15 0.371M 16.18
dO_lD_eD 4/7 0.683M 5.85 5/15 1.022M 4.89
dD_lA_eD 3/7 0.769M 3.90 7/15 0.539M 13.00
dD_lO_eA 4/7 0.529M 7.57 6/15 0.731M 8.21
dD_lO_eD 3/7 0.879M 3.41 7/15 0.899M 7.78
dD_lD_eO 2/7 3.642M 0.55 6/15 1.685M 3.56

表 4.4 GLM-5后端下随机 10个配置的探针集与验证集结果

如表 4.4所示，在 GLM-5后端下，探针集上的最高成功数为 5/7，由 dA_lA_eA达到；

验证集上的最高成功数为 7/15，由 dA_lO_eO、dD_lA_eD和 dD_lO_eD达到。按照两阶段准

则，探针集和验证集最终都选择 dA_lA_eA。该配置虽然在验证集上没有达到最高成功数，但

仍满足成功数不低于 6/15的候选条件，并以 17.31的效率在候选配置中排名第一。

4.3  问题 1：探针能否作为模型能力代理

根据上面的实验结果，探针集上观察到的模型-配置匹配关系能够迁移到验证集。

MiniMax M2.5、OpenAI o4-mini、Qwen3-235B-A22B和 GLM-5的探针选择都能在验证集

上保持一致。探针集因此可以看作一种低成本近似：它用少量定理测量模型在当前证明任务

中适合哪种工具调用方式。

具体来说，MiniMax-M2.5上，探针集显示该模型更适合 dO_lA_eA，该配置在验证集上

也以 2.64的效率排名第一；OpenAI o4-mini上，探针集显示 dO_lA_eA最适合该模型，验证

集上也以 5.34的效率排名第一。Qwen3-235B-A22B上，探针集和验证集都选择 dO_lD_eD；

GLM-5上，二者都选择 dA_lA_eA。这说明探针集在当前实验中不仅保留了高效候选信号，

也能较好预测两阶段准则下的最终配置。

这个结果支持本文的核心假设：模型能力很难直接定量描述，但可以通过探针定理上的

行为间接观察。探针不能替代完整评测，但可以作为模型能力与工具配置匹配关系的低成本

代理。

4.4  问题 2：如何用探针同时衡量能力和成本

第一阶段用成功数判断模型在某个配置下是否具有足够证明能力；第二阶段再用 token

效率比较这些可行配置的调用成本。这样可以避免仅因某个配置消耗较低，就忽略它证明能

力不足的问题。
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MiniMax M2.5的结果最能说明这一点。探针集上 dO_lA_eD成功 4/7，高于 dO_lA_eA

的 3/7，但它消耗 3.457M token，效率只有 1.16；dO_lA_eA虽然少证明一个探针定理，但仍

满足 BestSolved − 1 的成功数要求，并以 3.29的效率成为探针集选择。验证集上也类似：

成功数最高的配置达到 8/15，dO_lA_eA达到 7/15，仍在候选范围内，并以 2.64的效率排名

第一。

OpenAI o4-mini上，最终选择的 dO_lA_eA同时达到最高成功数和最高效率，说明两阶

段准则没有牺牲成功数。Qwen3-235B-A22B上，两阶段准则的作用更明显：验证集上

dA_lD_eO达到最高成功数 7/15，但 token效率只有 7.04；dO_lD_eD虽然成功数为 6/15，仍

满足 BestSolved − 1 的候选条件，并以 12.75的效率成为最终选择。综合来看，本文采用的

两阶段准则可以同时反映模型的证明能力和工具调用成本。

4.5  问题 3：不同模型是否表现出不同工具调用偏好

当前实验显示，不同模型确实表现出不同工具调用偏好。MiniMax M2.5和 OpenAI o4-

mini都选择 dO_lA_eA，即只在开始阶段获取环境定义，并在每轮证明中更新相关引理和证

明示例。Qwen3-235B-A22B选择 dO_lD_eD，即只在开始阶段获取环境定义，并按需获取相

关引理和证明示例。GLM-5则选择 dA_lA_eA，更倾向于在每轮证明中持续注入三类上下文。

这说明工具调用策略不能简单看作模型无关的固定参数。MiniMax M2.5和 OpenAI o4-

mini可能更能从随证明状态变化的引理和证明示例中获益，因此频繁更新检索内容能提高

单位 token收益；Qwen3-235B-A22B在当前样本上则更倾向于减少无条件注入的证明示例，

通过按需调用控制上下文规模；GLM-5在当前候选集合中更适合持续提供完整上下文。本

文不能从这些结果直接推断模型内部机制，也不把单次实验解释为稳定偏好；但可以得到一

个工程结论：当后端模型升级或替换时，应当重新用探针检测模型能力与配置的匹配关系，

不能默认沿用旧模型上的 agent设计。

4.6  实验局限

本章实验仍然是初步验证。首先，每个模型只随机采样 10个配置，尚未覆盖完整的 

33 = 27 种工具接入方式，因此当前结果只能说明探针集在这批候选配置中保留了有用的排

序信息，还不能视为已经找到全局最优配置。如果未采样的配置在完整空间中表现更好，当

前实验无法发现这一点。其次，探针集和验证集分别只有 7个和 15个定理，规模较小，容

易受到单个定理和模型随机性的影响；更稳健的结论需要更多定理、更多随机种子和重复运

行。尤其是在探针集较小时，一个定理的成功或失败就可能改变两阶段准则下的候选范围。

再次，本文主要用成功数和 token消耗衡量配置优劣，尚未纳入运行时间、失败类型、

证明脚本质量等指标。实际系统中，一个配置即使 token效率较高，也可能因为运行时间

长、失败难以诊断或生成脚本不稳定而不适合使用。最后，实验说明了模型间配置偏好可能

不同，但这种差异是否稳定，还需要在更大的 CoqStoq样本和更多后端模型上继续验证。
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因此，本章结果更适合作为探针式筛选方法的可行性证据，不能视为对具体模型或具体配置

的最终排序结论。
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5  相关工作

5.1  基于 LLM的自动定理证明

大语言模型被用于自动定理证明后，形式化证明生成逐渐从单步策略生成转向更复杂的

证明智能体。早期神经证明方法主要关注如何从当前目标直接生成证明脚本或证明策略；随

着模型能力增强，后续工作开始引入检索、搜索、证明助手反馈和失败历史等机制，使

LLM参与到多轮交互组成的证明过程之中。

在 Rocq和 Lean等证明助手中，LLM生成的证明步骤必须经过内核检查才能被接受。

因此，LLM证明系统通常会先由模型提出候选策略，再由证明助手检查其语法和语义效果，

并根据检查结果继续搜索。Draft, Sketch, and Prove[32]利用非形式化证明草稿引导形式化证

明器，说明自然语言层面的证明计划可以为形式化搜索提供方向。LeanDojo[33]构建了面向

Lean的检索增强证明环境，使模型能够在交互过程中获取相关引理和上下文。Rango[18]将检

索增强生成用于自动软件验证，通过检索相关上下文来帮助模型生成证明。Cobblestone[29]

则采用分治式思路，把较复杂的验证任务拆分为更适合自动化处理的子任务。

这些系统的共同点是，它们都不再把 LLM看作孤立的文本生成器，而是把它放入一个

有外部反馈的证明循环中。证明助手提供强约束的验证反馈，检索模块提供局部可用的知

识，已有证明示例提供可迁移的策略模式，符号自动化工具则负责处理一部分局部目标。

ReCent-Prover[17]进一步把 CoqHammer、规划驱动检索、LLM证明生成和自反思验证组

织在同一证明流程中，使模型既可以生成策略，也可以参与证明计划和错误分析。

这些工作表明，LLM自动定理证明的关键已经扩展到系统组织层面：除了模型能否生

成正确策略，还要看模型、检索器、符号工具和证明助手之间如何交互。本文的研究对象也

位于这一背景之下。不同于上述工作主要关注提升证明系统本身的成功率，本文关注一个更

具体的配置问题：当证明系统已经包含环境定义、相关引理、相关证明示例和 Hammer等

工具时，如何以较低成本选择这些工具的接入方式和调用频率。

这一问题在形式化证明场景中尤其突出。首先，证明上下文通常较长，完整地提供所有

定义、引理和证明示例会迅速消耗上下文窗口。其次，不同证明目标对信息源的依赖并不相

同：有的目标需要展开局部定义，有的目标更依赖库中引理，有的目标则更适合参考已有证

明结构。最后，后端模型能力不同，同一上下文策略在不同模型上可能产生不同效果。因

此，工具接入配置本身成为 LLM证明系统的重要设计变量。

5.2  LLM智能体工作流优化

LLM智能体通常由多个计算组件组成，而不只是一次模型调用。近期关于 LLM智能体

工作流优化的综述将这类系统抽象为智能体计算图（Agentic Computation Graph），其中节

点可以是 LLM调用、信息检索、工具使用、代码执行、记忆更新和验证模块，边则描述信
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息在这些组件之间的流动[34]。该综述按照工作流结构在何时被确定来组织已有方法：有些系

统在运行前使用固定模板，有些系统在运行时动态选择下一步工具或子任务，还有一些系统

会根据反馈不断修改执行图。

LLM智能体工作流优化的一个基本动机是，固定提示词模板很难适应复杂任务。

ReAct[35]通过交替生成推理轨迹和行动，把语言推理与外部工具调用结合起来；Reflexion[36]

则让智能体根据失败经验生成语言反馈，并在后续尝试中利用这些反馈改进行为。这类工作

虽然不直接面向形式化证明，但它们强调了同一点：当任务需要多步推理和外部环境反馈

时，系统性能会受到单次模型调用质量、调用顺序、反馈利用方式和工具选择策略的共同影

响。

从这个角度看，LLM自动定理证明系统本身就是一种领域特定的智能体工作流。一次

证明尝试可能包含 CoqHammer调用、检索、LLM策略生成、Rocq检查、反思验证和失败

记录更新。不同模块的顺序、触发条件和上下文传递方式都会影响最终证明能力和 token成

本。例如，相关引理可以在每一轮都检索，也可以只在开始时检索；证明示例可以总是加入

提示词，也可以仅在模型需要时加入；环境定义可以在证明开始时统一获取，也可以随着子

目标变化重新查询。这些设计并不会改变证明助手的逻辑内核，却会显著改变 LLM看到的

上下文和系统消耗的资源。

本文可以看作 LLM智能体工作流优化在自动定理证明场景中的一个具体实例。与通用

工作流优化不同，本文并不尝试自动生成完整的执行图，而是聚焦于证明工作流中几类关键

工具的接入策略。本文将 always、once和 on demand视为不同的工作流配置，并研究如何

在完整评测代价较高时，用少量探针定理筛选出更有希望的配置。

与现有通用智能体工作流研究相比，本文的约束更强，也更具体。形式化证明系统的每

一步都必须由证明助手检查，因此工作流优化不能只追求模型输出的自然语言质量，还要考

虑证明状态是否真正推进、上下文中提供的信息是否在当前证明库中可用，以及失败重试带

来的成本。本文提出的探针选择方法并不替代工作流优化算法，而是为这类优化提供一个低

成本评测入口：先用少量能够区分配置的定理估计不同工作流配置的相对优劣，再决定哪些

配置值得进入完整实验。

另一个区别在于反馈粒度。通用智能体工作流常常使用任务是否完成、最终回答是否正

确或人工偏好作为反馈；而自动定理证明可以获得更细的执行反馈。每个候选策略都会被证

明助手检查，失败时可以得到语法错误、未解决子目标、类型不匹配或策略无效等信息。这

些反馈使工作流优化不必完全依赖黑盒成功率，也可以分析失败发生在证明搜索的哪个环

节。本文当前只把这些信息作为辅助解释，没有把失败类型直接纳入目标函数；但从相关工

作角度看，形式化证明为智能体工作流优化提供了一个更可验证、更可诊断的应用场景。

此外，通用工作流优化通常默认模型固定，然后优化执行图或工具选择；本文则把模型

变化本身纳入问题定义。随着模型持续升级，同一个工作流配置可能在旧模型上有效、在新

模型上低效。这个问题在实际部署中非常常见：模型供应商更新版本、上下文窗口扩大、价
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格下降或工具调用接口变化，都会促使系统替换后端模型。本文的探针方法可以看作一种面

向模型迁移的工作流再评估机制，重点是快速判断已有工作流参数是否需要调整，而非自动

合成全新工作流。

5.3  面向模型能力的技能与工具适配

在 LLM智能体中，“工具”和“技能”经常同时出现，但二者关注点并不相同。工具通常

指外部 API、检索器、解释器、证明助手或符号求解器等可调用接口，核心问题是模型能否

在合适的时机选择正确工具，并生成正确的调用参数。技能则更像可复用的任务解决单元，

可能包含自然语言说明、示例、代码片段、工具调用模板和执行经验，核心问题是如何选

择、压缩、组合或改写这些能力单元，使它们适配不同模型和任务。本文讨论的环境定义获

取、相关引理检索、证明示例检索和 Hammer调用同时具有这两种属性：它们是证明系统

中的可调用工具，也可以被看作证明智能体在特定任务中使用的领域技能。

5.3.1  工具调用能力优化

工具调用优化主要关注模型如何学会使用外部接口。Toolformer[37]研究模型如何通过自

监督方式学习在文本生成过程中调用外部工具，使工具使用不完全依赖人工标注。Gorilla[38]

面向大规模 API调用场景，使模型能够根据自然语言需求选择合适的 API并生成调用参数。

ToolLLM[39]进一步构建大规模工具使用数据和评测环境，训练模型掌握大量真实世界 API。

近期关于工具学习的综述[40]也将相关研究归纳为工具感知、工具选择、工具调用、执行反馈

和工具能力泛化等环节。这些工作已经形成较清晰的研究脉络：工具使用能力不是固定写在

提示词中的规则，它可以通过数据构造、模型训练、API检索和执行反馈持续优化。

除训练模型掌握工具接口外，近期工作也开始直接优化工具选择和工具上下文。

TECTON[41]通过元推理机制改进模型的工具使用决策，使模型在调用工具前显式考虑工具

是否适合当前任务。Tool Utilization Joint Optimization[42]同时优化工具文档选择和上下文

组织，以提高 LLM智能体使用工具的效率。SMART[43]进一步关注工具过度使用问题，让

智能体先判断当前任务是否真的需要工具，从而减少不必要的调用。RAG-MCP[44]从检索增

强角度缓解工具选择中的提示词膨胀问题，只把与当前任务相关的工具说明放入上下文。

AutoTool[45]则进一步把大规模工具集合中的工具选择作为效率问题处理，目标是在大量可用

工具中快速筛选少量候选工具。相比早期侧重训练模型调用 API的研究，这些工作更接近

本文关注的场景，即在工具集合已经存在时，减少无效工具上下文，并让模型在更合适的时

机使用更合适的工具。

这些工作与本文的关系在于，它们说明工具本身可用还不够。模型是否知道何时使用工

具、如何使用工具，以及系统是否应该把某个工具暴露给模型，同样会影响任务表现。对于

自动定理证明而言，CoqHammer、引理检索器和证明助手接口都可以看作工具；如果模型

不能在合适的证明状态下使用它们，工具本身的能力就无法转化为证明成功率。本文不直接
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训练模型的工具调用能力，也不优化自然语言 API文档，而是假设证明系统中的工具接口

已经可用，进一步研究这些工具在多轮证明工作流中应当以何种频率和时机接入。换句话

说，上述工具优化工作更多关注工具选择、工具调用和工具上下文本身，本文更关注工具接

入策略对整个证明流程的系统级影响。

5.3.2  技能选择与技能优化

技能优化则更关注可复用能力单元本身如何被管理。新近的 SkVM[46]将技能视为可编译

的程序单元，并把 LLM看作具有不同能力画像的异构处理器。该工作先分析技能所需的基

本能力，再根据模型和执行环境的能力画像进行编译、环境绑定、并发提取和运行时适配。

其核心思想是，技能不应被静态地塞入上下文，而应根据模型能力和执行环境进行变换，使

其在不同模型和平台上更稳定、更高效地运行。由于该工作较新，本文引用其预印本版本。

技能优化与工具优化的差别在于，前者通常把一段可复用的任务经验作为优化对象，后

者则更多围绕外部接口的选择、说明和调用展开。比如，SkVM关注的是技能如何被编译到

不同模型和执行环境；而 RAG-MCP和 AutoTool关注的是在大量工具说明中如何选择当前

任务需要的工具。本文同时受到这两类工作的启发，但更接近工具配置优化：环境定义、相

关引理、证明示例和 Hammer都是证明工作流中的外部能力来源，关键不在于重新生成这

些能力，而在于决定它们以何种策略进入证明上下文。

本文与这些技能优化工作有相似出发点：同一套技能或上下文并不一定适合所有模型。

对于 LLM自动定理证明而言，能力较强的模型可能更善于从少量定义中推断证明方向，而

能力较弱的模型可能更依赖频繁提供相关引理或证明示例；同一模型在不同证明任务上也可

能需要不同的信息源。如果把“获取定义”“检索引理”“检索证明示例”“调用 Hammer”等操作

理解为证明智能体的领域技能，那么本文研究的就是这些技能在证明工作流中的接入方式。

always策略相当于默认激活某项技能，once策略相当于只在证明开始时提供一次信息，on 

demand策略则把技能调用推迟到系统判断需要时。不同策略对应不同的上下文成本和信息

时效性，也对应不同模型能力假设。

与上述通用技能优化工作不同，本文不直接生成、压缩或编译技能，也不尝试构建通用

的模型能力画像。本文关注的是形式化证明系统中已经存在的工具和技能如何接入证明流

程，并通过探针定理评测不同接入策略在当前模型和证明任务上的效果。换言之，本文的方

法更接近一种面向证明任务的经验适配：用少量具有区分能力的样本快速观察模型与工具配

置的匹配程度，从而为后续完整评测选择更合适的配置。

5.4  本文与相关工作的差异

综合来看，本文与相关工作之间存在三个层面的差异。

第一，本文研究工具接入策略，而非单个模型或单个工具的能力。基于 LLM的自动定

理证明工作通常关注如何提高证明成功率，例如改进检索、生成更好的证明计划、引入自反
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思或结合符号自动化工具。本文默认这些工具已经存在，并进一步追问：这些工具应该以什

么频率进入提示词，哪些信息应当随证明状态更新，哪些信息只需在开始时提供。这个问题

更接近系统配置和工作流设计，而不是模型训练或证明策略生成本身。

第二，本文显式考虑模型差异。许多工具调用和工作流优化方法会在一个固定模型上评

估优化效果，然后把得到的工作流视为系统设计的一部分。本文的出发点不同：由于模型会

持续升级，固定工作流很可能很快过时。因此，本文把“不同模型是否需要不同 agent设计”

作为研究问题之一，并通过MiniMax M2.5、OpenAI o4-mini、Qwen3-235B-A22B和

GLM-5四个后端模型的实验展示这种差异。这样做的意义在于，工具配置不再被看作一次

性调参结果，而是被看作需要随模型变化重新评估的对象。

第三，本文强调低成本筛选，而非完整自动优化。已有工作中有不少方法尝试直接学习

工具选择策略、生成工作流或训练模型掌握工具调用。相比之下，本文提出的探针方法更保

守：它不承诺自动找到全局最优配置，也不替代完整评测，而是在完整评测之前提供一个可

解释的小规模筛选阶段。这种定位更适合当前 LLM自动定理证明系统的现实条件，因为一

次完整实验往往需要大量模型调用、证明助手运行和检索开销。通过先筛掉明显不合适的配

置，研究者可以把有限预算集中在更有希望的候选设计上。

从方法论上说，本文可以被理解为把软件工程中的选择性回归测试思想引入 LLM证明

系统配置选择。选择性回归测试不会覆盖所有输入，但会选择一组对系统行为敏感的测试用

例，用于快速发现修改带来的行为变化。探针定理也承担类似作用：它们不代表完整数据集

上的最终性能，却能帮助系统在模型或配置变化后快速发现工具接入行为是否发生显著变

化。这一点与形式化证明场景尤其契合，因为每个探针定理都有明确的成功标准，评测结果

比开放式自然语言任务更容易解释。
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6  总结与展望

本文围绕 LLM自动定理证明系统中的模型能力评估与工具接入适配问题展开研究。随

着 LLM证明系统逐渐从单次策略生成发展为包含检索、符号工具、证明助手反馈和反思验

证的多模块工作流，系统性能不再只取决于后端模型的通用能力，也取决于该模型在具体证

明任务中如何利用外部工具。以环境定义、相关引理和相关证明示例三类信息源为例，仅

always、once和 on demand三种接入方式就可以形成 33 = 27 种配置。问题在于，我们很

难直接定量描述一个模型适合哪种工具调用方式；通用模型排名或模型名称并不能告诉我们

它在 Rocq证明任务中更依赖定义、引理还是证明示例。

因此，本文进一步强调了模型能力适配这一动机。工具调用方式不是一组可以脱离模型

固定下来的参数。不同后端模型对上下文长度、检索噪声、证明示例和按需工具调用的敏感

程度不同；随着模型持续升级，原先适合某个模型的 agent工作流未必仍然适合新模型。本

文关注如何用少量探针定理作为模型能力的低成本代理，判断一个模型在当前证明任务中更

适合哪种工具接入方式，而不只是在当前样本中寻找某个最优配置。

针对这一问题，本文提出使用少量探针定理近似测量模型-配置匹配关系。本文首先将

探针选择建模为定理子集选择问题：探针集合应当能够放大不同模型在不同工具接入方式下

的行为差异，同时避免多个定理重复表达同一种证明模式。为此，本文通过小规模预评测构

造定理的行为向量，用不同模型和不同配置下的表现方差衡量定理对模型能力差异的区分能

力；同时结合静态难度特征、定理相似度和 token成本，将探针选择建模为带预算约束的子

集选择问题，并使用基于单位成本边际收益的贪心算法进行近似求解。

在实验部分，本文以 ReCent-Prover[17]为基础系统，在 CoqStoq[18]样本上评估探针是

否能够作为模型能力代理。实验分别使用MiniMax M2.5[19]、OpenAI o4-mini[20]、

Qwen3-235B-A22B[21]和 GLM-5[22]作为后端模型，并在随机采样的 10个工具接入配置上比较

探针集和验证集结果。实验采用两阶段准则：先用成功证明数量判断模型在某配置下是否具

有足够证明能力，再在候选配置中比较每百万 token成功数。结果显示，四个后端模型上的

探针选择都能够在独立验证集上保持一致。这说明少量探针定理能够在一定程度上保留模型

能力信号，可以作为判断模型适合哪类 agent工具调用方式的低成本代理。

实验还回答了模型能力差异问题。MiniMax M2.5和 OpenAI o4-mini在当前样本上表

现出对动态引理和证明示例更新的偏好：它们更适合只在开始阶段获取环境定义、并在每轮

证明中更新相关引理和证明示例。Qwen3-235B-A22B更适合按需获取相关引理和证明示例，

以控制上下文规模；GLM-5则在当前候选集合中更适合持续提供完整上下文。这一差异说

明，不同模型在证明任务中利用工具上下文的方式不同。对于持续演进的 LLM证明系统而

言，这一点很重要：模型升级以后，系统不能默认原有工作流仍然最优，而应当用探针重新

检测新模型的能力与工具接入配置之间的匹配关系。
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本文的工作也存在若干局限。首先，实验规模仍然较小。当前实验中每个模型只随机采

样 10个配置，尚未覆盖全部 27 种工具接入方式；探针集和验证集规模也分别只有 7个和

15个定理，因此实验结论更适合作为初步验证，不能视为最终性能结论。其次，当前实验

主要用于说明模型能力差异的存在，仍需要在更多随机种子、更大验证集和更多模型上确认

这种能力画像是否稳定。再次，本文主要使用成功数和 token消耗刻画模型在某配置下的能

力与成本，还没有充分考虑证明时间、失败类型、证明脚本长度和交互轮数等指标。对于实

际证明系统而言，这些因素也会影响我们对模型能力的判断。最后，本文的探针选择依赖预

评测结果，而预评测本身也需要一定成本；当模型或工具集合频繁变化时，如何复用已有预

评测信息仍有待进一步研究。

未来工作可以从三个方向继续推进。第一，可以扩大实验规模，在完整配置空间和更大

规模 CoqStoq样本上验证探针作为模型能力代理的稳定性，并进一步考察不同随机种子、

不同候选集合和不同预算下的结果变化。第二，可以引入更细粒度的模型能力指标，将证明

成功数、token成本、运行时间、失败原因和证明脚本质量共同纳入探针评估目标，使得到

的能力画像更符合实际系统使用需求。第三，可以探索动态工具接入策略。目前本文主要比

较静态配置，即某类工具采用固定的 always、once或 on demand策略。后续可以根据探针

暴露出的模型能力特征，在证明过程中动态决定是否调用某个工具。

此外，后续还可以把探针结果进一步转化为更明确的模型能力画像。例如，如果某个模

型在多数探针上都更依赖每轮更新的引理，那么说明它在证明过程中可能需要持续外部知识

补充；如果某个模型在提供过多证明示例时效率下降，那么说明它可能对示例噪声或上下文

膨胀更敏感。这样，探针评测可以从一次配置筛选工具扩展为模型升级后的 agent工作流诊

断机制。

从落地角度看，一个可行的使用方式是把探针评测纳入证明系统的持续集成流程。每当

后端模型版本、提示词模板、检索器或工具调用逻辑发生变化时，系统先在固定探针集合上

运行一轮小规模评测，比较新旧模型在成功数、token成本和失败类型上的变化。如果新模

型在原配置下表现稳定，就可以暂时沿用原有 agent设计；如果探针结果显示模型能力画像

发生变化，则再启动更大规模验证。这种流程类似软件工程中的回归测试，不能证明系统在

所有定理上都保持最优，但可以在较低成本下暴露明显的模型行为变化。

当然，探针评测也需要治理。探针集合如果长期不更新，可能逐渐不能代表新的证明任

务；如果频繁根据实验结果调整探针，又可能过拟合当前模型和配置。因此，后续系统可以

维护两类样本：一类是长期固定的核心探针，用于比较不同模型版本之间的变化；另一类是

随任务分布更新的扩展探针，用于覆盖新项目、新库和新工具行为。核心探针保证横向可比

性，扩展探针保证任务覆盖面。这样的设计能够使本文方法从一次论文实验进一步发展为可

持续的系统评测机制。

本文的结果还说明，LLM证明系统很难依靠一套固定提示词长期适配不同模型。在自

动定理证明中，证明状态会随着每一步策略改变，工具返回的信息也具有时效性；同时，不
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同模型对上下文、检索结果和证明示例的利用方式并不相同。因此，系统需要持续评估模型

在具体证明任务中的能力，并根据评估结果调整证明工作流。探针方法提供的正是这样一个

低成本入口：每次系统变化后，先运行一组有区分能力的定理，观察模型在不同工具调用方

式下的行为是否发生变化，再决定是否需要更大规模的重新评测。

这种思路也可以推广到本文没有覆盖的工具类型。例如，未来系统可能加入自动生成辅

助引理的模块、调用外部 SMT求解器的模块、根据失败历史自动选择归纳变量的模块，或

者使用另一个模型专门负责反思验证。每加入一种工具，配置空间都会进一步扩大。如果仍

然依赖完整数据集穷举评测，系统会越来越难维护。探针方法提供了一种可扩展的评测框

架：无论工具种类如何增加，都可以先寻找能暴露配置差异的定理，再用这些定理压缩早期

搜索空间。

因此，本文工作的价值不只在于当前三类信息源的实验结果，也在于提出了一种面向

LLM证明系统演化的模型能力诊断方式。它把工具配置选择从一次性实验转化为可重复执

行的模型能力测量过程，使系统能够在模型和工具不断变化时保持可控的调参成本。

更进一步看，LLM自动定理证明系统可以被视为一种领域特定的 LLM智能体工作流。

本文的方法只是对其中少数工具接入策略进行了初步优化。随着后端模型、检索方法和证明

助手接口不断发展，证明系统中的工具种类和配置空间还会继续扩大。如何在可控评测成本

下为不同模型、不同证明任务自动选择合适的工具组合，将是提升 LLM自动定理证明实用

性的重要问题。
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